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AVERTISSEMENT. 





L Académie des Sciences a décidé la publication des OEuvres 
de Cauchy et Va confiée aux Membres de la Section de Géométrie. 
Cette publication comprendra, dans une première Série, les Mé- 
moires extraits des Recueils de l'Académie, et, dans une seconde 
Série, les Mémoires publiés dans diverses collections, les Lecons 
de l'École Polytechnique, l'Analyse algébrique, les anciens et 
les nouveaux Exercices d'Analyse et de Physique mathématique, 
enfin les Mémoires séparés. * 

Pour répondre à un désir souvent exprimé, l’Académie a voulu 
publier immédiatement, à la suite du présent Volume, les articles 
insérés dans les Comptes rendus de 1836 à 1857, que leur dis- 
persion rend si difficiles à retrouver, et dont la réunion fera 
comme une œuvre nouvelle où revivra le génie du grand Géo- 
mètre et qui ajoutera encore à l'éclat de son nom. Leur repro- 
duction sera faite en suivant l’ordre chronologique, sans notes 
ni commentaires, mais après avoir été revue avec le plus grand 
soin, pour les corrections indispensables, par les Membres de la 
Section de Géométrie, auxquels ont été adjoints MM. Valson et 
Collet. Nos collaborateurs se sont consacrés à cette tâche diffi- 
cile avec un zèle et un dévouement qui leur mériteront la recon- 
naissance des géomètres. 


En entreprenant la publication des travaux de Cauchy, 


vi AVERTISSEMENT. 


l’Académie n’a pas été guidée seulement par le désir de faire une 
œuvre utile à la Science; elle a pensé rendre, à l’un de ses plus 
illustres Membres, un hommage qui témoignerait mieux que tout 
monument funèbre de son respect pour sa mémoire. 

Pour réaliser ses intentions, elle a rencontré dans M. Gauthier- 
Villars un concours généreux et désintéressé que nous portons 
à la connaissance des amis de la Science, en publiant les lettres 


qui suivent. 


« À Monsieur le Président de l’Académie des Sciences. 


D a pi _ 
» Paris, 21 mars 1877. 


» MonsIEUR LE PRÉSIDENT, 


=» La Section de Géométrie a bien voulu me signaler l’impor- 
» tance que présente pour la Science et la gloire du pays la 
» publication des OEuvres complètes de Cauchy : aussi je n’hé- 
» site pas à entreprendre ce grand travail, et je demande seu- 
» lement que l’Académie consente à en prendre la direction 
» scientifique. 

» Le format et la disposition typographique seront les mêmes 
» que pour les volumes déjà parus de Fresnel, Lavoisier, 
» Lagrange ; les OEuvres de Cauchy viendront ainsi prendre 
» place dans la collection qui réunit les travaux de ces savants 


» immortels. 


» Veuillez agréer, Monsieur le Président, l'expression de mon 
» profond respect. 


» GAUTHIER- VILLARS. » 





» 


) 


» 


» 
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« Æ Monsieur Gauthier-Villars. 


« Paris, 10 juillet 1857 


» [Académie sait, Monsieur, tout ce qu’on doit attendre de 
votre zèle et des connaissances approfondies que vous avez 
acquises dans votre art. 

» Les belles publications que la Science doit à vos soins et 
qui vous ont acquis, dans le monde savant, un renom si 
justement mérité, lui sont un sûr garant que l’exécution des 
OEuvres de Cauchy, que vous désirez entreprendre, ne le 
cédera en rien à celles de Laplace et Lagrange, que vous avez. 
su mener à bien. | 

» L'Académie accepte donc, Monsieur, avec le plus vif 
empressement, de prendre la direction scientifique de cette 
importante et difficile publication, et elle nous charge de vous 
exprimer sa profonde reconnaissance pour le désintéressement 


que vous avez montré dans cette circonstance. 


» Veuillez agréer, Monsieur, l'assurance de notre considéra- 


tion la plus distinguée. 
» Les Secrétaires perpétuels, 


» Dumas, 


» BERTRAND. » 
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AVERTISSEMENT. 


Le Mémoire qu’on va lire se trouve imprimé tel qu’il a été couronné par l'Institut, et 
d'après le manuscrit remis au concours en septembre 1815. Toutefois on a pensé qué, pour 
éclaircir les difficultés qui peuvent s'offrir au lecteur, il serait utile d'ajouter quelques Notes 
nouvelles à celles qui faisaient déjà partie de l'Ouvrage; mais, afin que ces nouvelles Notes 


puissent être facilement distinguées des autres, on a marqué chacune d'elles d'un astérisque. 
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PROPAGATION DES ONDES 


A LA SURFACE D'UN FLUIDE PESANT 


DE LA 


D'UNE PROFONDEUR INDÉFINIE (*). 


PRIX D'ANALYSE MATHÉMATIQUE 


REMPORTÉ PAR M. AUGUSTIN-LOUIS CAUCHY, INGÉNIEUR DES PONTS ET CHAUSSÉES. 


(coxcours DE 1815.) 





Nosse quot Ionii veniant ad littora fluctus. 


Virc., Georg., lib. II, v. 108. 
Le problème qu'il s’agit de résoudre est celui-ci : 


Une masse fluide pesante, primitivement en repos, et d'une profondeur 
indéfinie, a été mise en mouvement par l'effet d'une cause donnée. On 
demande, au bout d’un temps déterminé, la forme de la surface exte- 
rieure du fluide et la vitesse de chacune des molécules situées à cette 
méme surface. 


Pour plus de généralité, je déterminerai à chaque instant non-seule- 
ment l’état de la surface, mais aussi celui de toute la masse fluide. 


(*) Mémoires présentés par divers savants à l’Académie royale des Sciences de l’Institut 
de France et imprimés par son ordre. Sciences mathématiques et physiques. Tome I. 
Imprimé par autorisation du Roi à Imprimerie royale; 1827. 
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Comme tout, dans ce problème, dépend de la cause à laquelle est dû le 
mouvement du fluide, il faut commencer par fixer les idées sur cet 
objet. Cette cause peut être, ou l’action d’une partie de la masse fluide 
qui, soulevée ou déprimée dans l’origine par une force quelconque, a 
été ensuite abandonnée à elle-même, ou l’action de forces impulsives (*) 
primitivement appliquées à la surface. On peut même supposer les 
deux causes réunies, afin de donner à la question touté la généralité 
dont elle est susceptible. Lorsque la première cause existe seule, les 
vitesses initiales des molécules fluides sont nulles. Mais, lorsque la : 
seconde agit sans la première, ou se joint avec elle, les molécules 
acquièrent dès le premier instant des vitesses sensibles; en sorte que, 
dans le cas le plus général, c’est déjà un problème à résoudre que de 
déterminer l'état initial du fluide. Au reste, comme cet état dépend 
absolument des causes qui produisent le mouvement du fluide, et que 
ces causes peuvent varier d’un point à l’autre suivant une infinité de 
lois fort différentes, on ne peut évidemment obtenir rien de général à 
cet égard, si ce n’est pour les parties du fluide situées hors de l’in- 
fluence immédiate des causes que l’on considère. 

Quant à l’état du fluide au bout d’un temps déterminé, il sera lui- 
même très-irrégulier dans les différents points de la masse fluide primi- 
tivement soumis à l'influence immédiate des causes qui ont produit le 
mouvement. Mais, si l’on s'éloigne de ces mêmes points à des distances 
de plus en plus grandes, on verra le mouvement devenir de plus en 
plus régulier. La distance à laquelle cette régularité deviendra sensible 
sera d'autant moins considérable que la portion de surface immédiate- 
ment soumise à l'influence des causes motrices était moins étendue et 
que ces causes elles-mêmes étaient moins actives. Par suite, les lois du 
mouvement seront très-régulières à une distance finie, si les causes 
motrices avaient peu d'intensité et n’embrassaient originairement dans 
leur action qu’une très-petite étendue de la masse fluide. De ces re- 
marques nous pouvons conclure qu’il sera fort utile de considérer en 


{*) Voir la Note XIV. 
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particulier le cas où la hauteur des ondes et les vitesses initiales des 
moléeules fluides sont très-petites. La détermination des lois relatives 
à eette hypothèse est en effet le point le plus essentiel de la théorie 
que nous avons à établir. C’est ainsi que, dans la théorie du son, on 
s'attache particulièrement à déterminer les lois du mouvement relatives 
au cas où les vitesses des molécules d’air sont supposées très-petites. 

L'état de la question étant suffisamment établi par ce qui précède, 
je vais maintenant la résoudre. Pour plus de commodité, je diviserai la 
solution, c’est-à-dire le Mémoire qui la renferme, en trois Parties. 

Dans la première Partie, je ferai voir comment, lorsqu'on connait à 
l’origine la forme de la surface extérieure et les forces qui agissent sur 
elle, on peut en déduire les équations qui expriment l'état initial du 
fluide. 

Je donnerai dans la seconde les équations qui déterminent, à une 
époque quelconque du mouvement, l’état de la masse fluide et celui de 
sa surface. Ft 

Enfin, dans la troisième Partie, j'établirai les lois générales qui ré- 
sultent des formules données dans la seconde, et je déterminera les 
valeurs numériques des constantes qui entrent dans l'expression de ces 
lois. 

Pour plus de facilité, je renverrai à la fin du Mémoire, dans les 
Notes séparées (*), les démonstrations de diverses formules analytiques 
que j'ai fait servir à la solution du problème. 


“ 


(*) Les treize premières Notes sont celles qui faisaient partie du Mémoire couronné; les 
suivantes, marquées chacune d’un astérisque, ont été ajoutées depuis, comme il est dit dans 
l'Avertissement. 
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PREMIÈRE PARTIE. 


, 


DE L'ETAT INITIAL, 


SECTION PREMIÈRE: 


DES. ÉQUATIONS QUI DÉTERMINENT L'ÉTAT INITIAL DE LA MASSE FLUIDE. 


{. Considérons un fluide pesant, homogène, d’une densité constante 
et d’une profondeur indéfinie, et supposons que, ayant été primitive- 
ment en repos, 1l commence à se mouvoir à partir d’un instant déter- 
miné que je prendrai pour origine des temps. Les causes qui déter- 
minent ce mouvement peuvent être, comme on l’a déjà remarqué, de 
deux espèces, savoir : 1° l’action d'une partie de la masse fluide qui, 
après avoir été soulevée ou déprimée par une force quelconque, a été 
ensuite abandonnée à elle-même; 2° l’action de forces impulsives pri- 
mitivement appliquées à la surface extérieure. Si la première cause 
agit isolément, les vitesses initiales seront nulles; mais, si la seconde 
cause se Joint à la première, les diverses molécules de fluide acquer- 
ront, dès le premier instant, des vitesses sensibles, et ces vitesses satis- 
feront, dans toute l’étendue de la masse fluide, à certaines équations 
de condition qu'il s’agit d'établir. On y parvient à l’aide des considéra- 


tions suivantes. 


2. Lorsqu'on applique aux différents points de la surface d’un fluide 
des pressions et des impulsions données, les impulsions, ainsi que les 
pressions, se transmettent en partie aux diverses molécules dont le 
fluide se compose; en sorte que chaque molécule, considérée comme 
nn parallélépipède rectangle, éprouve sur ses six faces des pressions et 
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des impulsions déterminées. Ces pressions et ces impulsions peuvent 
être variables d'un point à l’autre. Mais,-en vertu de la propriété ca- 
ractéristique des fluides, elles sont pour chaque point égales dans tous 
les sens. Cela posé, rapportons les positions des molécules du fluide à 
trois plans rectangulaires entre eux, ayant pour intersections respec- 
tives les axes horizontaux des æ et z, et l’axe vertical des y. Désignons 
par 72 une de ces molécules, par à sa densité, par @, b, c les coordon- 
nées d’un de ses sommets dans le premier instant, et par a + da, 
b + db, c + dc les coordonnées du sommet opposé, que nous suppose- 
rons être le plus éloigné de l’origine. Les trois dimensions de la molé- 
cule étant alors respectivement égales à 


da, db, dc, 
son volume sera da db de, et sa masse aura pour mesure le produit 
à da db dc. 


Soient, en outre, &,, #,, #, les vitesses initiales de la molécule dans 
le sens des coordonnées, et g, l'impulsion qui, à l’origine du mouve- 
ment, se fait sentir également dans toutes les directions au point de la 
masse fluide dont les coordonnées sont a, b, c, cette impulsion étant 
rapportée à l'unité de surface, ainsi que cela se pratique relativement 
aux pressions. La molécule » éprouvera sur ses six faces des impul- 
sions qui, prises deux à deux, seront dirigées en sens contraires, et 
dont les différences respectives, rapportées à l'unité de surface, seront 


9qo da ûqo db, — 946 de 
» ? dc à 


De plus, comme les faces de la molécule perpendiculaires aux axes des 
æ, vet ont respectivement pour mesures les produits 


db dc, dadc, dadb, 


les différences des impulsions que supportent, à raison de leur étendue, 
les faces opposées, seront évidemment 


do QE MR à 
— 54 da db de, — 5j da db de, sa da db dc. 


OEuvres de C,— S.I, t.1. 2 
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D'ailleurs ces différences d’impulsions doivent nécessairement faire 
équilibre aux quantités de mouvement qui résultent des vitesses &,, 
‘, #, acquises par la molécule, prises en signe contraire; car il suffi- 
rait de lui imprimer ces vitesses dans des directions opposées à celles 
qu'elles ont effectivement pour qu'elle restàt en repos; et, comme les 
quantités de mouvement dues à ces vitesses, considérées dans leurs 
propres directions, sont respectivement égales aux produits de w,, fo, 
, par la masse à da db de de la molécule, c’est-à-dire à 


du da db de, dvysdadbde, dw,da db de, 


si on les égale aux différences trouvées, afin de satisfaire à la condition 


énoncée, on aura les équations 
/ | C 
(1) Uo0 + —— —0, 000 ete 0 D 


3. Ces équations cesseraient d’être exactes si, à l’origine du mouve- 
ment, une cause quelconque agissait, non pas sur les faces, mais sur 
la masse même de la molécule que l’on considère, de manière à impri- 
mer directement à cette masse une vitesse déterminée. Mais cette cause 
n'aurait évidemment d’autre effet que d’ajouter aux valeurs de &,, #,, 
w, tirées des équations (1) les composantes de la vitesse en question, 
parallèles aux axes des coordonnées. Si done on désigne par 


ces trois composantes, les valeurs de u,, #,, æ, relatives à la nouvelle 


hypothèse qu'on vient de faire seront respectivement 


I 0qo à I 
U—=U— + ——+ Vo —=Ÿ — — — — - 
; Ô da É d..0 o oc 


Ces dernières équations, qu'on peut aussi présenter sous la forme sui- 
vante : 
0qo 0qo 


Fa) Pr (vo — V)0 + — — 0, 


sont applicables à la théorie d’un fluide entrainé par le mouvement d'un 
corps solide sur lequel il repose, par exemple, à l’état initial de la mer 
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que la Terre, supposée d’abord immobile et mise ensuite en mouve- 
ment autour de son centre, emporterait avec elle dans l’espace. Mais, 
lorsque l’on considère un fluide libre, on ne voit aucun moyen d’im- 
primer directement à ses molécules, et indépendamment des impul- 
sions que sa surface peut éprouver, des vitesses instantanées. En 
conséquence, nous supposerons dans ce qui va suivre 


so, 420: Wro;: 


ce qui réduira les équations (2) aux équations (1). 


4. Comme nous considérons un fluide homogène et d’égale densité, 
ÿ est une quantité constante. Dans cette hypothèse, on déduit facile- 
ment des équations (1) les trois suivantes : 


du» do dUo CICR dvo RICA 


5 à. 





Toutefois, il est bon de remarquer que ces équations de condition 
n'auraient plus généralement lieu si la densité variait d’un point à 
l’autre de la masse fluide. Il est d’ailleurs facile de reconnaître que les 
équations (3) expriment les conditions nécessaires pour que la quantité 


uo da + vo db + w, de 


soit une différentielle complète relativement aux trois variables indé- 
pendantes a, b, c. 


5. Il est encore une équation de condition à laquelle doivent satis- 


faire les vitesses 
Uos Vos Wo. 


En effet, puisque la densité du fluide est invariable par hypothèse, 
non-seulement d’un point à l’autre, mais encore avec le temps, chaque 
molécule, ne pouvant changer de masse, doit conserver le même vo- 
lume pendant toute la durée du mouvement. Cela posé, concevons que 
le sommet de la molécule »#, auquel appartenaient, dans le premier 
instant, les trois coordonnées a, b, ce, se trouve, au bout du temps 4, 


2. 
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transporté en un point dont les coordonnées soient æ, y, 4. Les trois 
arêtes de la molécule qui aboutissaient au sommet dont il s’agit, et 
qui, dans l'origine, se trouvaient parallèles aux trois axes des coordon- 
nées, auront alors cessé de l'être, et les projections de ces mêmes 
arêtes sur les axes dont il s’agit, projections qui dans l’origine étaient 
respectivement égales, 


pour la première arête, à... da, o, o, 
pour la seconde, à......... PRESS: : PO à 
pour la troisième, à ....... RS PU 


seront alors devenues 


“ * 0x 0y Oz 
pour la première arête . ve da, à da, 3 da, 
Ôx . y 03 
pour la seconde......... 56 db, 6 db, FT db, x 
vs 0x 0y Oz 
pour la troisieme. ....... 3 dc , 6 dc , S de { 


Il est aisé d’en conclure (votr la Note I) que le volume de la molécule, 
qui était primitivement égal à 


da db de, 


sera devenu, au bout du temps #, 


x dy 03 0x dy 0z rh Ox dy 03 0x dy 0z n Ox dy 0z dx dy 0z 
da db 0c da dc 0b : 0b da 0c 0b dc Oa Oc 0b da dc da db 


et, comme ces deux volumes doivent être équivalents, on aura, par suite, 


de Qy 02 _ 0e dr 0: OO ed dE | dd d dr 


{ es UE TRE AT US 
HE De da dc 0b db 0a dc db dc da dc 0b da dcda db 


Si, pour plus de simplicité, on fait usage de la notation adoptée par 
M. Cauchy dans son Mémoire sur les fonctions symétriques (*), Véqua- 


(*) Le Mémoire dont il est ici question a été imprimé en partie dans le XVII Cahier du 
Journal de l'École Polytechnique. Si, en citant ce Mémoire, je me suis nommé à la troisième 
personne, c’est que je devais garder l’anonyme. 
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tion (4) prendra la forme suivante : 


0x dy 0z 
RO EDR ARE" à 
6) s (= da db je) wu? 


le signe S étant relatif à la permutation des trois lettres &, b, «. 
Lorsqu'on suppose { — 0, on a évidemment 


Mr F2 5=c, 


et, par suite, le premier membre de l'équation (5) se réduit à l’unité, 
ainsi qu'on devait s’y attendre. 

Pour introduire dans l'équation (5) les vitesses u,, #,, #, à la place 
des coordonnées variables +, y, 3, il suffit d'observer qu'on a, pour de 
très-petites valeurs de £, 


x=a+ ut, Y—=b+ VI, 3—=C+wol. 


En substituant ces valeurs de +, y, = dans l'équation (5), et négligeant 
les puissances de £ supérieures à la première, on trouve que le premier 
membre de cette équation se réduit à 





AU do 0w9 
(+ + Ge) 


et, par suite, l'équation elle-même, à 


duo dvo do 


(6) RU 


Telle est la relation qui doit exister entre les vitesses initiales pour 
que chaque molécule éonserve, dans le second instant du mouvement, 
le même volume qu’elle avait à l’origine. C’est en cela que consiste ce 
qu'on appelle l’éscompressibilité du fluide. 


6. Si dans l'équation (6) on substitue à la place des vitesses 44, 45, 
leurs valeurs tirées des équations (1), on trouvera 


0? 0? 0? 
(7) + SE + SE = 0. 








Réciproquement, on pourrait déduire l'équation (6) de l'équation (7); 


1 | MÉMOIRE 
en substituant dans cette dernière, à la place de 


9qo 0qo 04 


a D 


da” db’ dc 


leurs valeurs tirées des équations (1). 


7. Les équations (3) et (6) sont les seules auxquelles les vitesses 
doivent satisfaire pour que le mouvement initial puisse être censé ré- 
sulter d'impulsions appliquées dans le premier instant à la surface du 
fluide. La considération même de la surface, ainsi qu’on le verra dans 
la Section suivante, ne fournit à cet égard aucune condition nou- 
velle. Cela posé, concevons que dans un instant déterminé, au bout du 
temps £ par exemple, on trouve le fluide déjà mis en mouvement par 
une cause quelconque, et soient, à cette époque, , v, w les vitesses de 
la molécule qui a pour coordonnées æ, y, 3. Si les expressions des vi- 
tesses en æ, y et z satisfont aux équations (3) et (6), ou, ce qui re- 
vient au même, si l’on a 
8 Que 0e Re RES 
ne M: 0T. 08 07. 

Fo) AE re 

#10 dœ : :0p 08 ; 

on pourra, sans craindre d’altérer les équations du mouvement, suppo- 
ser ces mêmes vitesses produites à l'instant même par l’action de 
forces impulsives appliquées à la surface du fluide. Au reste, 1l sera 
facile de déterminer, dans cette hypothèse, la valeur de l’impulsion, 
non-seulement à la surface, mais encore dans"toute l’étendue de la 
masse fluide, à l’aide des considérations suivantes. 

Puisque les vitesses u,v, æ satisfont aux équations (8), elles sont 
nécessairement les dérivées partielles d’une même fonction de x, y, 5, 
et, si l’on désigne cette fonction par s, on aura 


: Ôs ds Ôs 
(10) U = = V—= —9 w—= TE 


0x” 0 
De plus, si l’on désigne par g l'impulsion au point dont les coordon- 
nées sont æ, y, z, les seules équations auxquelles la valeur générale 
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de g devra satisfaire seront les suivantes : 


4 x SO RE à: Hat À 
(11) EM SSP FT 6 dr = 5 9z L 
Nous ne parlons pas de l'équation 
2) Up ro, do 


+ —< + —1—0o, 


12 
éd, 0x? dy? 032 

qui est une suite nécessaire des équations (0) et (11). Cela posé, puisque 
les valeurs de w, #, «w vérifient les formules (10), il suffira évidemment, 


pour satisfaire aux équations (11), de supposer 

(13) q—=—s. 

Mais on y satisfera également si l’on fait 

(14) g——ds+h, 

étant une constante arbitraire. Ainsi, l’on pourra non-seulement ré- 
soudre, mais résoudre même d’une infinité de manières, la question 
proposée, et les diverses solutions différeront uniquement l’une de 
l’autre par cette seule circonstance que, dans tous les points de la masse 
fluide à la fois, l’impulsion se trouvefa augmentée ou diminuée d’une 
quantité constante. 

La remarque précédente sur la faculté qu'on à d'ajouter à l'impulsion 
une constante arbitraire, sans altérer le mouvement, étant applicable à 
l'état initial, ainsi qu'à tout autre, il en résulte que le mouvement 
initial lui-même pourrait être attribué, soit aux impulsions qui ont été 
primitivement appliquées à la surface du fluide, soit aux mêmes impul- 
sions augmentées d’une quantité constante. 





Résumé. — En réunissant les formules (1) et (7), on a 
[ 2?qo | 24e , do. 
ONE OÙ Or 0 
I 0qo 
Us — < = 
15) à da 
A TE dns ve 
HER TOR 
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Si l’on fait abstraction d’une des trois dimensions du fluide, par 
exemple de celle qui correspond à la coordonnée ec, les trois quantités 
qu, Us, seront indépendantes de c; la vitesse æ, sera constamment 
nulle et les trois premières équations (15) se réduiront simplement à 





4 CR dt CE s 
De de 
“ I O0 
(16) = — = 
Gi = ta 08 
PRES D ? 


Les formules (15) ou (16), selon que l’on considère ou trois dimen- 
sions ou deux seulement, sont les seules qui, sans renfermer la va- 
riable #, soient communes à toutes les molécules de la masse fluide. 
Elles ne suffisent pas pour détérminer complétement l’état initial de 
cette masse, mais elles peuvent servir à déduire cet état de l’état initial 
de la surface extérieure. C’est pourquoi, avant de procéder à l’intégra- 
tion des équations (15) et (16), nous allons rechercher celles qui con- 
viennent en particulier aux molécules situées à la surface du fluide que 


l’on considère. 


SECTION DEUXIÈME. 


DES ÉQUATIONS QUI DÉTERMINENT L'ÉTAT INITIAL DE LA SURFACE. 


1. Lorsque l’on considère les molécules situées à la surface du 
fluide, les trois variables a, b, c ne sont plus indépendantes entre elles; 
mais l’une d’elles, à par exemple, devient fonction des deux autres a 
et c. Si l’on substitue cette valeur de b dans les expressions générales 
des vitesses et de l’impulsion 


Uo,; Vos Wo; go» 


celles-ci deviendront également de simples fonctions de a et de c; et, 


si l’on désigne par 
Un, Vo, W, Qo 
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ces mêmes fonctions, U,, V,, W, représenteront les vitesses initiales 
correspondantes au point de la surface dont les coordonnées sont a 
et ce, et Q, l'impulsion primitive que cette surface a reçue suivant la 
normale au point dont il s’agit. Cela posé, il est facile de voir qu’on 
aura, pour toutes les molécules situées à la surface du fluide, 


| 0Q sk 0qo db 





— PR 2 


0 * ob Ja” 
0Qo . 04 ob. 





(17). 





46." dois dde: 


Les mêmes relations subsisteront aussi entre les différences partielles 
des quantités U, et u,, V,ete,, W, et æ,. 


2. Parmi les cinq quantités 
b, Uo, Vo, Wo; Q@; 


considérées comme fonctions de a et de c, il y en a deux qui doivent 
être immédiatement déterminées par la nature même de la question: 
Ce sont les quantités 
b et Q. 

En effet, pour que l’état initial de la surface du fluide soit compléte- 
ment déterminé, il faut que l’on connaisse à l’origine du mouvement : 
1° la forme de cette surface; 2° la valeur de l'impulsion en chaque 
point, ou, ce de revient au même, les fonctions des variables a et c 
qui représentent : 1° l’ordonnée b, 2° l'impulsion Q,. Si l’on désigne par 


F(a,c), (a, c) 
les fonctions dont il s’agit, les deux premières équations relatives à la 
surface du fluide seront 
CRE. F{a, C}, 
Qo—=5 (a, ch 


3. Supposons maintenant que la surface initiale du fluide diffère 


(18) 


peu d’une surface plane; les quantités 


db db 
da dc 
OEuvres de C.—S.I, t.1. k 3 
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seront fort petites. Si l’on suppose, en outre, que les impulsions primi- 
tivement appliquées aux différents points de la surface soient elles- 


mêmes peu considérables, les valeurs des quantités 


Q, Un, Vo, Wo, 


go; Uo; Vo» wo 


seront aussi très-faibles; et, en considérant ces diverses quantités 
comme très-petites du premier ordre, on pourra négliger dans les équa- 
tions (17) les termes du second ordre 


0qo 0b  0qo db 


vo da’ db dc’ 


ce qui réduit ces mêmes équations à 


(19) 0Qo __9go 9Qo __ dgo, 
(19 dé 04 dé  uc 
Par conséquent, si l’on se borne à considérer les molécules situées à la 
surface du fluide, on pourra, dans la seconde et la quatrième des 
équations (15), remplacer g, par Q,; et, comme on a dans cette hypo- 
thèse 

Uo— LU, = Wo; 


la seconde et la quatrième des équations (15) deviendront 














| Uo on à 0Q, 
(20) « : . 
a 
| he 00e 
Résumé. — En réunissant les formules (18) et (20), on a 
lb Flac}, 
Qo —_si4 c}, 
21 4 ne 0Q0 
(21) D 
UE LE 0Q 
\ ee Ô oc 


De ces quatre formules, les deux dernières ne subsistent que dans 
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l'hypothèse où l’on considère les coefficients différentiels des fonctions 
Fa, c), £(a, c) comme des quantités très-petites. 

Il resterait à déterminer la valeur de V,. Mais on ne peut la trouver 
qu'après avoir fixé d’abord la valeur générale de v, ; et, pour y parve- 
nir, il faut commencer par intégrer la première des équations (15). 
C’est pourquoi nous renvoyons la détermination de V, à la Section sui- 
vante. 

Si l’on se borne à considérer deux dimensions dans le fluide, b, 
Q,, U, deviendront constantes relativement à e, la vitesse W, sera nulle, 
et les trois premières équations (21) prendront la forme suivante : 





CRC ESETN) : 
ee. É (i 
(22) Q— (a), 
J 1 0 
Eee Ô da 


SECTION TROISIÈME. 


INTÉGRATION DES ÉQUATIONS OBTENUES DANS LES SECTIONS PRÉCÉDENTES. 


1. L'état initial du fluide et celui de sa surface se trouvent complé- 
tement déterminés par les équations (15) et les deux premières équa- 
tions (21). Mais il reste à déduire de ces mêmes équations les valeurs 
des inconnues du problème, c’est-à-dire, à donner les expressions géné- 


rales de 
go; Uo; Vo, Wo 


en a, b, e, et celles de 
Un, Vo, Wo 


en a et c. Cette dernière partie de la solution est tout entière du do- 
maine de l'Analyse et fournit une application remarquable du Caleul 
intégral aux différences partielles. 


Pour fixer les idées, je supposerai dorénavant que le plan des x et z 
3. 
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se confond avec le niveau des parties du fluide situées hors de l’in- 
fluence immédiate des causes motrices, c’est-à-dire, avec le plan qui 
termine les parties de sa surface dont le niveau n’a point été altéré, et Je 
compterai les ordonnées positives au-dessus de ce plan et les ordonnées 
négatives au-dessous. Cela posé, si l’on veut considérer le cas où les 
causes motrices ont peu d'intensité et agissent sur une portion peu 
étendue de la masse fluide, l’ordonnée b de la surface et l'impulsion Q, 
n'auront de valeurs sensibles qu'entre des limites très-resserrées des 
variables a et c, et leurs valeurs entre ces mêmes limites resteront 
toujours très-petites. On sait d’ailleurs que le cas dont il s’agit est celui 
que nous avons particulièrement en vue. 


2. Pour plus de simplicité, je ferai d’abord abstraction d’une des 
trois dimensions du fluide. Alors les équations (15) et (21) feront place 
aux équations (16) et (22), et la question se trouvera réduite à déter- 


miner, au moyen des formules 











/ b'=F{8}, 
Qo—=F(a), 
cr: FR oi —0, 
(23) Ôoa>? db? 
0 
AT 
Aer ot dé à 


les valeurs générales de gs, wo, Po, #, en a et b, et celles de U,, V, 
en a seulement. Quant à l’ordonnée D de la surface et à l’impulsion Q,, 
elles se trouvent immédiatement déterminées par les deux premières 
équations (23). De plus, pour obtenir les vitesses U,, V, relatives aux 
divers points de la surface, il suffira évidemment de remplacer, dans 
les expressions générales des vitesses w, et #,, b par F(a). Toute la diffi- 
culté consistera donc à déterminer les valeurs de 


os; Uo; Vo 


en a et b. On y parvient de la manière suivante. 
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3. La troisième des équations (23) (vour la Note IX) a pour a 
grale générale 





chaque signe X indiquant, pour abréger, la somme faite de l'intégrale 
renfermée sous ce signe, et de celle qu’on peut en déduire, en substi- 
tuant sinam à cosam et changeant de fonction arbitraire. Quant aux 
limites des intégrales, elles sont respectivement 72 — 0, m—#. Cela 
posé, la condition évidente que l'impulsion g, ne devienne point infinie 
à de très-grandes profondeurs, c’est-à-dire, pour des valeurs infinies et 
négatives de à, fait disparaître immédiatement le second terme de cette 
valeur et réduit, en conséquence, l’équation (24) à 


(25) a=Ÿ | cosam ebm f{m)dm. 
0 


Les valeurs correspondantes de &, et de »,, données par les deux der- 
nières équations (23), sont respectivement 


Uo = 5) / sin am eb" f{m)m dm, 
0 


| œ 
I 
AS ) # cosam eb"” f{m)m dm. 
0 


On doit toutefois observer que, dans la première équation (26), 1l faut, 
pour obtenir la seconde des deux intégrales que le signe X indique, 
remplacer sinam par — cosam, et non pas seulement par cosam. C'est 





(26) 


une attention qu’il faudra toujours avoir dorénavant lorsque le signe », 
placé devant une intégrale définie, sera relatif à un sinus et non à un 
cosinus. 

Si, dans les équations (25) et (26), on suppose 


b—F{(a), 
les quantités g,, &, , deviendront respectivement égales à Q, — f(a), 


U,, Vo. Si, de plus, on considère l’ordonnée de la surface d — F(a) et 
l'impulsion Q,— f(a) comme des quantités très-petites du premier 
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ordre, on aura, aux quantités près de cet ordre, 


em — qu 


et, par suite, en négligeant les termes du second ordre, on réduira les 
valeurs de Q,, U,, V,, tirées des équations (25) et (26), à 


(27) Qo =% [ cosamf\m)dm, 
“0 


/ Fe Fa | 20 
PE 5) | sin am f{m)m dm 
} , 
Ô Le 9 


Vo = D) ÿ cosam f(m)m dm. 
\ 0 


On conclut de la formule (27) 


(28) 


\ 


(29) DJ. cosam f{m)am —# (a 


Cette dernière équation suffit pour déterminer entièrement la valeur de 
la fonction f(m), ou, pour mieux dire, les formes des deux fonctions 
arbitraires que le signe X indique (voir la Note VIIT). Ces fonctions étant 
une fois déterminées, les équations (25), (26) et (28) suffiront pour 
établir d’une manière complète l’état initial du fluide que l’on consi- 
dère. 

On peut remarquer que la première des formules (28), comparée 
avec l’équation (27), donne 





(30) Uo = — - , 


ce qui s'accorde parfaitement avec la troisième des équations (22) 
(Section IT). 


4. Si, dans la valeur de g, donnée par l’équation (25), on introduit 
la fonction # à la place de /, en ayant égard à l'équation (29), on trou- 
vera (vor la Note XI) 





HOT ds 
Li pt. AG Pc prreenmer st 


o 
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Il est facile de s'assurer, a posteriori, que cette dernière valeur de g, 
satisfait à la troisième des équations (23). Car, si l’on fait, pour abréger, 











b 74 1 1 
B Lo { \2 s4 Ô i 
PE (eo — a) =} puce) 


on aura évidemment 











mp, œBi 
da? + RER 
et, par suite, 
do . 9? 1 {dB … 0?B\ . 
snirérinnme — = — — crient F! Carl 
da 7 ob: À dar ) dre 


La même valeur de q, sera rigoureusement exacte si l’on suppose le 
fluide de niveau à l’origine du mouvement, c’est-à-dire, 


F{a) rs à Ve 


Alors, en effet, pour obtenir la valeur de g, relative à la surface, il 
suffira de faire, dans le second membre de l'équation (31), 


(—b)=0; 


et, comme dans cette hypothèse l'intégrale 





se réduit (voir la Note XI) à 


on en conclura : 


ce qui est parfaitement d'accord avec la seconde des équations (23). 
Lorsque l’ordonnée initiale de la surface n’est pas rigoureusement 

nulle, mais seulement très-petite, alors l’équation (31) donne seule- 

ment la valeur approchée de g,, aux quantités près du second ordre. 


5. Supposons maintenant que l'impulsion Q,, ou, ce qui revient au 
même, la fonction #(a) qui la représente, n’ait de valeur sensible 
qu'entre des limites très-resserrées de a et pour des valeurs de cette 
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variable très-peu différentes de zéro. Faisons de plus, entre ces mêmes 


limites, 


(3a) fo) ds =. 


L'intégrale renfermée dans le second membre de l’équation (31) n’ayant 
elle-même de valeur sensible qu'entre ces limites, on pourra y supposer, 
à très-peu près, 





et l’on aura, par suite, 





1 


excepté dans le cas où (b°?+ a°)° serait une quantité très-petite et du 
même ordre que les limites en question, c’est-à-dire, où le point que 
l’on considère dans la masse fluide serait peu éloigné de l’origine des 
coordonnées. Ainsi, pour tous les points situés à une distance sensible 
de cette origine, la valeur de g, deviendra 


A ed 


(33) Ar per à 


Les valeurs correspondantes des vitesses w,, v, seront 
| H oa(—b}) 
Uo UE RAT RENE 
(34) | 
PÉR RLE Le 
’ 0 xd (a? +2}: 
Enfin, s’il s’agit des points situés à la surface du fluide, on aura 


L=9, cu, = U,, #, = V,; et, l’ordonnée à devenant alors une quan- 
tité tres-petite, les équations (33) et (34) se réduiront sensiblement à 





RE: 
(35) Gr, U = 0, Es PP 


La première de ces trois équations est une suite nécessaire de lhypo- 
thèse que nous avons admise, et en vertu de laquelle la valeur de Q, 
devient insensible pour des valeurs de a tant soit peu considérables. 
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Quant à la seconde des équations (35), savoir U, — o, elle se déduit 
immédiatement de la première à l’aide de la formule (30). 

Je discuterai, dans la troisième Partie de ce Mémoire, les diverses 
formules que je viens d'obtenir. Je passe maintenant au cas où l’on 
considère à la fois les trois dimensions de la masse fluide. 


6. En restituant au fluide ses trois dimensions, on a, pour déter- 
miner l’état initial ou les valeurs de 


qo >» Uos Vos Wo, 
b, Q, Do, Vo, Wo, 
les formules 








v'SshFie cl 
Qo—=F(a, c), 
92? qo 0? 0 go 
da ob  oœ  ° 
) 
so “=; # 
RO L 
US CU 
| Ô 
| ME — 3 ns 


Les deux premières équations déterminent immédiatement l’ordonnée b 
relative à la surface et l'impulsion Q,. Quant aux valeurs de U,, V,, W,, 
il suffit évidemment, pour les obtenir, de remplacer dans celles de 
Us os #, l'ordonnée b par F(a, c). Enfin, les trois dernières équa- 
tions (36) font connaitre les valeurs générales de w,, #,, æ, lorsqu'on 
a celle de g,. Ainsi, toute la question se réduit à trouver l'expression 
générale de l'impulsion g,. On y parvient de la manière suivante. 


7. La troisième des équations (35) a pour intégrale générale (vorr 
la Note IX) 


f g. ï 
go bi L [ cosam cos cn eb(*+n) f{m, n)dm dn 
0 0 
| +Y f LÉ cos am coscn ebtm*+n) f,{m, n)dm dn, 
0 0 
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(37) 
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chaque signe X indiquant, pour abréger, la somme faite de l'intégrale 
qu'il renferme et des trois qu’on peut en déduire en substituant sueces- 


sivement au produit 
cos am COSCRn 


les suivants 
cosam Sin cn, 


sin am COSCA, 


sin am Sin cn, 


et changeant à chaque fois de fonction arbitraire. La condition évi- 
dente que la valeur de g, ne devienne point infinie à de très-grandes 
profondeurs, c’est-à-dire, pour des valeurs infinies et négatives de b, 


réduit cette même valeur à 
æœ AnAœo ù 
(38) go Rd Î J cosam coscn eb(r°+n} f{m, n)dm dn. 
0 0 


Les valeurs correspondantes de 4,, #,, #, Sont respectivement 


n Le) 2 1 
Up — 5 ) si + sin am cos en ebtr?+#) f{m, n)m dm dn, 
0 0 


© a 1 
I k à 3 
(39) { Vo —— 5) / Fi cosam cosen ebtr°+#) f{m, n){(m°?+ n°?) dm dn, 
0 0 
I à Es Fe > L 
Wo — 3) / [ cosam sin en eb(m*+n#%) f{m, n)n dm dn, 
gr: 


les quantités sinam et sincr devant être, dans les développements que 
le signe ZX laisse à effectuer, remplacées par — cosam et — coscn, 
tandis que cosam et cosen doivent être remplacés simplement par 
sinam et Sincn. 


Si, dans les équations (38) et (39), on suppose 
biFTa CT, 
les quantités g,, 45, 5, #, deviendront respectivement égales à Q,, U,, 


Vi, W,3 et si, de plus, on considère l’ordonnée b — F(a, c) et l’impul- 
sion Q, — f(a, c) comme des quantités très-petites du premier ordre, 





on aura, aux quantités près de cet ordre, 


1 
eb(mi+n) — 1, 
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Par suite, en négligeant les termes du second ordre, on réduira les va- 
leurs de Q,, U,, V,, W, tirées des équations (38) et (39) à 


(40) Q NE | cosam coscnf(m, n)dm dn, 
0 0 


= D sinam coscnf{(m, n)m dm dn, 
0 0 


Lo n 1 
I ? 
(41) Vo —=— 5 ) 4 " cosam coscn f(m, n)(m?+ n°?) dmdn, 
0 0 


1 LT } 
Ne 5 ) f Î cosam sincnfim, n)n dm dn. 
\ 0 vo 


On conclut de l’équation (40) 


(42) DR $ cosam coscn f(m, n)dm dn— f{a, c). 
o vo | 


Cette dernière formule suffit pour déterminer entièrement la valeur de 
J(m, n), ou, pour mieux dire, celles des quatre fonctions arbitraires 
que renferme implicitement le signe X (voir la Note VIII). Ces quatre 
fonctions étant une fois déterminées, les équations (38), (39) et (41) 
suffiront pour établir d'une manière complète l’état initial du fluide 
que l’on considère. 

On peut remarquer que la première et la dernière des équations (41), 
comparées à l'équation (40), donnent 





| Hu. 20 

(43) à da 
[v Li 0Q, 

Tnt de: 


ce qui s'accorde avec les deux dernières équations (21) (Section IT). 


8. Si l’on se sert de l'équation (42) pour introduire dans le second 
membre de l'équation (38) la fonction $ à la place de /, la valeur géné- 
rale de g, prendra la forme suivante (votr la Note XI) 


(44) = [4e ie ER 


(wo —a+{(p—c}] 





EE 
. 
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Il est aisé de s'assurer, a posteriori, que cette valeur de g, vérifie la 
troisième des équations (36); car, si l’on fait, pour abréger, 





B= 5 


on trouvera 





et, par suite, 


CPR LIRE | BEA . a. me %) E 
Va? F5 ‘dci + ru Te F dc? S(w, p)ds do — 0. 


La même valeur de g, sera rigoureusement exacte si l’on suppose le 





fluide de niveau à l’origine du mouvement, et, par suite, 
Kia, 6550. 


Alors, en effet, pour obtenir la valeur de q, relative à la surface, il 
suffira de faire dans le second membre de l'équation (44) 


et comme, dans cette hypothèse, l'intégrale 


ST [46 dis d 
LL | = 





Er 


[b2+{(æ—a)}+i(p 


se réduit (voir la Note XI) à 


on en conclura 


Qo = (a, cr 


Lorsque la forme initiale de la surface n’est pas rigoureusement plane, 
mais seulement peu différente d’un plan, l'équation (44) donne seule- 
ment la valeur approchée de g,, aux quantités près du second ordre. 


9. Supposons maintenant que l'impulsion Q,, ou, ce qui revient au 
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même, la fonction (a, c) qui la représente, n’ait de valeur sensible 
qu'entre des limites très-resserrées de & et de ce, et pour des valeurs de 
ces variables peu différentes de zéro. Faisons, de plus, entre ces mêmes 
limites, 


(45) ff F6. 0) de deu. 


L'intégrale renfermée dans le second membre de l'équation (44) n'ayant 
elle-même de valeur qu'entre les limites dont il s’agit, on pourra sup- 
poser dans cette intégrale 


I L 





et l’on aura, par suite, à très-peu près, 


T5 d H 
© » 72 2 


[b+{(m—-a}+(p—c)] (a+ b?+ ec?) 








à moins toutefois que (a? + b? + OL ne soit une quantité très-petite 
et de même ordre que les limites en question, c’est-à-dire à moins que 
l’on ne considère dans la masse fluide un point très-peu éloigné de 
l'origine des coordonnées. Ainsi, pour tous les points situés à une dis- 
tance sensible de cette origine, la valeur de g, deviendra 





(6) go ; 








H @+c—,b? 





3° 
2 


(a?+b?+ 0?) 
pi H 3c(—b) 
\ (a?+b?+ 0?) 








D 

A 

© 
iso 
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Enfin, s'il est question des points situés à la surface du fluide, on aura 
go — Qo;, uo = Lo, vo—= Vo, wo = Wo; 


et, l'ordonnée b devenant alors très-petite, les équations (46) et (47) se 
réduiront sensiblement à 


H I 





(48) Qo—=0o, U=o, Vo < 
a (a? + c?) 
L'équation Q, — o est une suite nécessaire de l'hypothèse qu'on a faite, 
et en vertu de laquelle la valeur de Q, devait être insensible à des dis- 
tances finies de l’origine des coordonnées. Quant aux deux équations 
U,—o, W,—o, elles se déduisent immédiatement de l’équation 
Q,—0o par le moyen des formules (43). 

Il est bon d'observer que la valeur de H déterminée par l’équa- 
tion (45) reste la même, soit qu’on prenne l'intégrale 


EC p) ds dp 


entre les limites de 5 et de +, en dedans desquelles la fonction #(s, e) 
conserve une valeur sensible, soit qu’on étende la même intégrale à 
toutes les valeurs réelles possibles des deux variables & et p. On peut 
done supposer, dans l’équation (45), les intégrations faites entre les 
limites — x et + de chaque variable. La même remarque s’ap- 
plique à l’équation (32) du n° 5. 

Je réserverai pour la troisième Partie du Mémoire la discussion des 
formules que nous venons de trouver. Je me bornerai pour l'instant à 
réunir les plus remarquables dans un seul tableau. 


Résumé. — Supposons que la surface initiale du fluide diffère peu 
d’une surface plane, et que les impulsions appliquées aux différents 
points de cette surface, étant nulles à une distance sensible de l’ori- 
gine des coordonnées, acquièrent seulement près de cette origine de 
très-petites valeurs. Alors, pour tous les points de la masse fluide et 
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de la surface situés à une distance sensible de l’origine des coordon- 
nées, l’état initial sera déterminé par les formules suivantes. 

1° Si l’on se borne à considérer deux dimensions dans le fluide, en 
désignant par f(a) la valeur de l'impulsion à la surface pour le point 
dont l’abscisse est égale à a, et faisant, pour abréger, 


(49) H— | f(w)de, 


on aura 











pa T 
(50) do —s Ta + 0) 0, 
H a? — b? H : 
0 70 (a? + b2}>° Ts 


2° Si l’on considère à la fois les trois dimensions du fluide, en dési- 
gnant par (a, c) la valeur de l'impulsion reçue par la surface dans le 
point dont les coordonnées sont a et c, et faisant, pour abréger, 




















(51) H = , $(w, p)d& dp, 
on aura 
| H (— b) 
g= = Fret 4 5» de =, 
(a+ b?+c?) 
Uo de ais 8) = + Un 0 
2TÔ 9 o] 9 3 
(a +b?+c?) 
(52) 
H a+c?—2b? * H Ù 
Vo — < 5 ? Vo = — SH SNENEENRE TANT 
270 3 2TÔ 5 
(a +b?+c?) (a+ c?) 
H 3c(— 
Wo — : ce A , We O0. 
270 


(a+ b2+ 02) 


Quant à l’ordonnée b relative à la surface, sa valeur F(a) dans le 
cas de deux dimensions, ou F(«, c) dans le cas de trois, se trouve im- 
médiatement déterminée par la nature même de la question, et si, dans 
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le premier instant, le niveau naturel du fluide n’est altéré que sur une 
très-petite étendue de surface autour de l’origine des coordonnées, on 
aura, pour des points de la surface situés à une distance sensible de 
l’origine, 
= 

Au reste, pour que les équations (5o) et (52) subsistent, il n’est pas 
nécessaire que cette dernière condition soit remplie. Il suffit que tous 
les points de la surface initiale soient élevés ou abaissés d’une quantité 
très-petite au-dessus ou au-dessous de son niveau moyen. 
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SECONDE PARTIE. 


SUR L'ÉTAT DU FLUIDE A UNE ÉPOQUE QUELCONQUE 
DU MOUVEMENT. 


SECTION PREMIÈRE. 


DES ÉQUATIONS QUI SUBSISTENT À CHAQUE INSTANT DU MOUVEMENT 
POUR TOUS LES POINTS DE LA MASSE FLUIDE. 


1. Conservons les mêmes notations que dans la Section 1 de la pre- 
mière Partie; et, pour que l'on puisse fixer d’une manière précise l’état 
du fluide au bout du temps # compté à partir de l’origine du mouve- 
ment, soient, à cette époque, +, y, z les nouvelles coordonnées de la 
molécule 72, toujours rapportées aux mêmes axes rectangulaires, et w, 
v, w ses vitesses parallèles aux trois axes dont il s’agit. Si l’on suppose 
{— 0, on aura 


(1 Lg ES LU EU UE Mis. LS O. — We. 
J , 


Mais, si l’on donne à # une valeur différente de zéro, les équations (1) 
ne seront plus exactes, et les six quantités 


d, Vy 3, UV, 


pourront être des fonctions quelconques des quatre variables indépen- 
dantes 

4, 0, C6 
I s’agit maintenant de faire connaître les relations qu’établissent entre 
ces mêmes fonctions les données du problème. C’est ce dont nous allons 
nous occuper. 


QC 
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2. Lorsque nous avons eu à déterminer l'état initial de la masse 
fluide, il a suffi d’avoir égard aux forces de la nature de celles qui 
agissent instantanément sur les mobiles. C’est pourquoi, dans l'examen 
qu'il a fallü faire des forces qui agissaient sur la molécule 7» prise au 
hasard dans cette masse, pour arriver aux équations (2) (1 Partie), 
nous nous sommes borné à considérer : 1° les impulsions que la molé- 
cule » éprouvait sur toutes ses faces; 2° les vitesses qui avaient pu 
lui être imprimées; 3° les vitesses acquises par elle dans le premier 
instant du mouvement; et nous avons fait abstraction des pressions et 
de toutes les forces dont l’action instantanée ne produit sur les mobiles 
qu’une simple tendance au mouvement. Mais, lorsqu’au lieu de recher- 
cher les équations qui expriment l’état initial de la masse fluide on se 
propose d'établir le changement d’état que cette masse éprouve d'un 
instant à l’autre, alors c’est uniquement à la dernière espèce de forces 
qu'il est nécessaire d’avoir égard. Dans ce dernier cas, comme dans 
l’autre, on devra distinguer trois forces différentes relativement à une 
molécule fluide #7, et pour établir les équations du mouvement il 
faudra considérer : 1° les pressions que cette molécule éprouve sur 
toutes ses faces à un instant déterminé; 2° les forces accélératrices qui 
lui sont imprimées dans l'instant dont il s’agit; 3° les forces accéléra- 
trices acquises par la molécule dans le même instant. Cela posé, soient, 
au bout du temps #, p la pression relative à l'unité de/surface pour Île 
point dont les coordonnées sont +, y et 3, x, 3, x les forces accéléra- 
trices imprimées à la molécule rx dans le sens des coordonnées, et X, 
Y, Z les forces accélératrices acquises par cette même molécule. Dési- 
gnons toujours par à la densité du fluide, et supposons pour un mo- 
ment que les forces accélératrices et la pression soient exprimées en 
fonction de æ, y, z et de #. Comme tout ce qu'on démontre à l'égard 
des forces accélératrices qui agissent instantanément sur les mobiles 
est également applicable à celles qui produisent une simple tendance 
au mouvement, les relations établies per les équations (2) (1° Partie) 
entre les sept quantités 


go» D, , ®, Uos; Vos Wo; 
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considérées comme fonctions des coordonnées initiales CA cd |&yrp 
également lieu entre les quantités à È OF THE “ai 
UNIVERSITY 

P; X; d» , X, Y*, Z, \ : . 


considérées comme fonctions de æ, y, 3. Par suite, en prenant x, y, z 
et £ pour variables indépendantes, on aura 


: 4 28 . Ps Lens LP 
(2)  (X—X)d + a A0 (Y di "nb (Z 2} HS 0 


D'ailleurs, les vitesses de la molécule »# au bout du temps 4 dans le sens 
des coordonnées étant désignées par w, », æ, si l'on considère ces 
mêmes vitesses comme des fonctions de +, y, 3 et #, et que l’on fasse 
croître £ d’une quantité très-petite 0, æ, y, z deviendront respective- 


ment 
x+u0, y +v0, z +w6, 


et, par suite, les accroissements des vitesses divisés par 4, ou, ce- qui 
revient au même, les forces accélératrices acquises par la molécule 
parallèlement aux axes des coordonnées seront respectivement 


ÉhEcLE EE vos, 
dv dv dv dv 
(3) Bresse + j Y, 


En substituant les valeurs précédentes de X, Y, Z dans les équa- 
tions (2), on aura 


ET CRT Qu: po OU X |d or 0 

dt “0x ‘or D 

dv dv dv dv “RE 
(4) (5e + Arts me UE +=, 
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Ces dernières formules coïncident avec celles que M. Lagrange a obte- 
nues par une autre méthode dans la seconde Partie de la Mécanique 
analytique (1"° édition, p. 453). 

Si l’on prend a, b, c et ? pour variables indépendantes, au lieu de x, 
y, set £, les forces accélératrices acquises par la molécule seront don- 
nées immédiatement par les équations 


(5) en, ee 


D'ailleurs, si dans la valeur de p en +, y, 3 et £ on considère +, y et z 
comme fonctions de a, b, c, t, on aura 

0p Op 0x Op dy. dp 0z 

da — 0x da dy da | 0: da’ 

Op __ dp 0x ” Op 0Y dp 02, 

0b 0x 0b dy db 03 db 

0p _0p 0x, Op 0y . Op 0z 

de... 0x dc. dy de 03 de 
Supposons maintenant que dans ces dernières formules on substitue 


pour d < e leurs valeurs tirées des équations (2), et que l’on 


0x’ dy” 0z 
K: Y, 2er 228 Cry nt 
remplace en même temps Par Sr? ir? jy” On trouvera 











dx É 0x dy... YÔr 0?z 0z 1 Op 
Des) + (or — + Ge 4 à +3 à si 
A 0x ®y 923 0z 1 Op 

(7). (Gex) | (GE-5)% +(S3 5) TI 
+ 0x dy 0 013 .,\ 05. "1-08 
Ce ” x) (FR - 5) me a à) de éd 





Telle est la forme que prennent les équations (2) lorsque l’on consi- 
dère a, b, c, t comme variables indépendantes. Dans le même cas, les 
vitesses de la molécule 72 dans le sens des coordonnées sont respective- 
ment déterminées par les équations 


0x Ô Ôz 
(8) er DE = 7 2 
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3. Il est encore une condition qui doit être remplie dans tous les 
instants pour tous les points de la masse fluide, lorsqu'on suppose la 
densité constante. Cette condition consiste dans l’invariabilité de vo- 
lume que doit conserver chaque molécule pendant toute la durée du 
mouvement. Nous avons, dans la première Partie du Mémoire, déduit 
de cette considération deux formules différentes. La première, savoir 


: 0x 0y 0z 
+) 
(9) s (+ da 06 je) 


[Fe Partie, équation (5)}, est immédiatement applicable à toutes les 
époques du mouvement et suppose que lon prenne a, b, c, t pour 
variables indépendantes. La seconde, savoir l'équation (6) ([ Partie), 
se rapporte à l’état initial du fluide. Mais, pour la généraliser de ma- 
nière à la rendre applicable à tous les instants, il suffit évidemment d'y 
substituer aux différences partielles des vitesses 4,, #5, 4, prises par 
rapport aux coordonnées @, b, c les différences partielles des vitesses w, 
ve, æ prises par rapport aux Coordonnées x, y, z. On aura donc, en 
prenant æ, y, 3, { pour variables indépendantes, 


(10) LR UE des 
ox, 07. 03 PR: 


Les équations (7) et (9), et celles que l’on peut en déduire, comme, 
par exemple, les formules (4) et (ro), sont les seules qui conviennent 
indistinctement à tous les points de la masse fluide. Elles ne sont pas 
intégrables, du moins en général. Mais, dans le cas particulier où 


X dx + 5 dy + k dz 


est une différentielle complète, on peut intégrer une première fois les 
équations (7), ainsi qu'on va le faire voir. 


4. Supposons que, X, Ÿ, # étant considérées comme fonctions de x, 


Y; 3 et, 
Xdx + 3 dy + X dz 
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soit une différentielle complète. On aura par suite 


(11) 


À étant une seule et même 


RAP cel 


0À 


fonction de x, y, 3, t; d’où l’on conclura 


. dx OP CA. OR 
Rd + de 

Ôx OR at TT  0à 

{19 ré dre, FR pue PE Le 
a) oh OR Co 0 
0x Or DIE Sr. 02 

À den dAo A side 


En vertu de ces équations, 














x 0e | dr 

O2 0a dt? 

022%.0%., dy 

{ ARE TA 
ce 0 06 0e 
XL O07. dr 

Of? OC Of? 


les formules (7) se réduiront à 








Oy  d?z 03 OA 1 Op 

da ‘0(.pa  0a 0 d8,, 
OV: 05 01" 0h. TOP. 
db  0® % 0 50% ” 
dy  d?z 92 À 1. 
dc dde de dd ” 


Cela posé, si l’on retranche la seconde des équations (13) différentiée 


par rapport à a de la première différentiée par rapport à b, puis la troi- 


sième différentiée par rapport à a de la première différentiée par rap- 


port à ce, puis encore la troisième différentiée par rapport à b de la 


seconde différentiée par rapport à c, on trouvera, toutes réductions 


faites, 
x dx x 0x 
ot? db da dt20a db 
4 3x 0x x 0x 
CÉLA SA de de TO de 
dx 0x zx 0x 


| dt?0c db  dt20b dc 


or ‘0Y. 0x 0 





OX OT 08 1080) DE UE 
dt20b da  dt?0a 0b  dt20b da  dt20a db 
dr. dr. Or 07. 03.08 0408 
dt?0c da  dt?0a dc Ot?0c da  Odt2da dc 
OSY OT OP U OT QUE NET DR TER 
dt20c 0b  dt20b dc dt?0c 0b  dt?0b dc 


9 


’ 


? 


me OO. 


Si maintenant on a égard aux formules (8), on reconnaitra sans 


peine que les premiers membres des équations (14) sont respectivement 


RE ne due: 
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les coefficients différentiels, pris relativement à 4, des trois quantités 
suivantes : | 


du 0x du Ôx dv dy) dv AY»: dw 0z  dw 0z 


Hu RD dd Da D 060 da & 


Ou 0x du 0x dv dy dv dy)  dw 03  dw 0z 


dot 06e 0604 dbde de 0b 06 de 


Ces trois quantités doivent donc être indépendantes du temps, et, 
comme dans le cas où l’on suppose 4 — 0 elles se réduisent, en vertu 


des équations (1), à 





que: : tre 
06. 0e: 
CUT) A 0 
dc da ? 
do duo 
dc 0b ? 


on en conclura 


du 0x du dx dv dy dv dy  dw 03 dw 03 dus do 


06 0a da 0b 0bda da db  0b 0a da 0b 00 da’ 
Ou 0x Ou 0x dv Oy dv dy, 0w 03 dw 03 _ duo  0wo 


MP NS da ade de di da dc ocda dade de da” 
du Or du dx dv AY dv dy  dw 03  dw 03 dvo do 


Ne 96 7 98 dc oc ob do de 9e db ‘do de 0 





Telles sont les intégrales que nous avions annoncées. Si l’on y considère 
u, #, æ comme fonctions de æ, y, z, & et comme ne devant renfermer 
les variables a, b, c qu’autant que ces dernières sont elles-mêmes con- 
tenues dans æ, y, 3, les coefficients différentiels partiels 


SN UE M dd Lo 
da” 0b” dc” da dc 
seront donnés en fonction des suivants, 


Ou Ou Ou  dw Ow 
0x dy’ 03° 0x”? oz 
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par neuf équations semblables aux équations (6); et, si l’on substitue 
les valeurs des premiers dans les formules (15), les premiers membres 


de ces formules deviendront 











du dw\/0y 0x dy 0x Ou dw\ /0z 0x 93 Ox\ , {dv dw 0z dy, 02 0y 
0y 0x Cr da ob) \oz 0x)\060a da 06 (5 0y]\0b da da db]? 
A cp 
Fe 0x] \0c da da 5e) 03 dx ee da da dc 0z 0y]\dc da da dc) 
( __dw\/dr 0x dy “) du dw\ /0z 0x Oz 0x ” ‘dv __dw\ /0z dy 02 dy\ 
dy 0x]\oc ob 06 oc) 7\0z dx re 0: dy) \üc db 6 dc) 
Cette substitution étant effectuée, on déduira facilement des for- 
mules (15) les valeurs des trois quantités 
QU OP Re ce PR 
dy 0x’ dx 03” 02 . dy’ 
qui seront respectivement 
| du oo ou 1 # & OU dvo Pa: dW du 08 dv0 5) 02 
07 0x Gf.0x 0y 0z\L\db da/ôdc \ôda dc)0b \de db] da] 
= Ja Ob À 
4 dw æ ou _ 1 É Juo do 0Y dw duo Le à dvn wo 07] 
(16) {0æ _ d3 — 0x 0y 02\| \ 06 da) dc da oc) 06 loc db ] da. 
sir 28 
da db dc 
LEE LA Lu Ole Dre) 084 (One Lj08s) 0%: (09e 7 do) OT 
. y (+5  ) [\0b  da/de \oa dc] db FF 0b } 0a | 
. a C 











Ces dernières formules se simplifient encore, lorsqu'on a égard à l’équa- 


tion (9), et se réduisent alors à 


(LS CPR EE OT 
8. ,0&, \0b. daf 
Ow Ou {dus  dvo\ 0 
SO ne en En 0 
La _de_ {ou _ os, 
ls “dy \0b ‘Oa/de 


dw9 du 
La (Se mu se) 


0wo __ duo 
da dc 


dwWo 0w 
da dc 





2 
Ô 


pe 
0 


b 


+ 
Ouo\ dy 
ju | 


. 


dvo _ dws\ 03 
dc ob } 0a’ 
do 0%, 0 
dc db } da’ 
dv 0%, dx. 
D De 


5. Les diverses équations qui précèdent conviennent à toutes les 





w 
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hypothèses possibles sur la manière dont le fluide peut avoir été mis en 
mouvement. Mais, si l’on suppose que les vitesses initiales soient nulles, 
ou si ces mêmes vitesses, ayant des valeurs sensibles, résultent unique- 
ment de forces impulsives appliquées à la surface du fluide, les équa- 
tions (3) (1° Partie) étant alors satisfaites, les équations (17) devien- 
dront 


du _ dv  dw _ Ou de dw 


G8) Do 0 de 0 à © 


I suit de ces dernières que, à chaque instant du mouvement, la quantité 
udx + vdy + wdz 


est une différentielle complète. 

Les équations (18) réuntes à l'équation (ro) expriment, ainsi qu'on 
l’a fait voir dans la première Partie (Section I, n° 7), les seules condi- 
tions nécessaires pour qu’à chaque instant du mouvement les vitesses 4, 
v, puissent être censées produites par l’action de forces impulsives 
appliquées dans cet instant même à la surface extérieure du fluide. 
Dans cette hypothèse, chaque point de la masse fluide éprouverait une 
impulsion déterminée; et, si l’on désigne par q la valeur de cette im- 
pulsion pour le point dont les coordonnées sont æ, y, 3, on aura 


& 
| 

Y 

LS 


©] = 
d 
MS 8 


0 


I 
| 


| Q 


©! = 
S 


ss 


Se 
nù RQ 


Au reste, la valeur de g ne sera pas complétement déterminée à 
chaque instant du mouvement ; mais on pourra lui ajouter une constante 
arbitraire qui pourra être une fonction quelconque de 4. Si, pour plus 


de simplicité, on suppose que la valeur initiale de g, ou celle qui cor- 
OEuvres de C.—S.I,t.1 6 
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respond à £—o, soit précisément l'impulsion qu'éprouvait dans le 

premier instant la molécule 7, et que nous avons désignée par g,, la 

fonction arbitraire dont il s’agit devra s’évanouir avec £; mais celle 
9q 


qu'il faudra, dans la même hypothèse, ajouter à =} ne sera plus assu- 


jettie à la même condition et restera totalement indéterminée. Cette 
remarque nous sera fort utile, comme on va le voir tout à l'heure. 


6. En ayant à la fois égard aux équations (11) et aux trois premières 
équations (19), on trouve que les formules (4), divisées par à, se ré- 


duisent à 


























o|3( Ke SE )+ u? + v2 + w2 0 
| Ô ot 2 Ur 
dx it 

Ca 0q u? + 02 + w? L 
(20) PT Sp nent) 2 à 
OY ts 

É 0q u? + v2 + 2 

pe 





Il résulte de celles-ci que la quantité 





I 0q u? + v2 + w? 
Rae: 


est indépendante des variables æ, y, z, c'est-à-dire, égale à une simple 
fonction de # que je désignerai par T. D'ailleurs, en vertu de ce qu’on 
a dit à la fin du paragraphe précédent, on peut, sans altérer les équa- 


e. . « 0 L L L 
tions du mouvement, ajouter à la valeur de " une fonction arbitraire. 


Si donc on dispose de cette fonction arbitraire de manière à faire éva- 
nouir T, on aura simplement 





I 0q u? + p2 + w? 2 
(21) (5) + È — À = 0. 


La valeur de à dans cette dernière équation n’est pas elle-même complé- 
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tement déterminée. Il suffit que cette valeur soit une de celles qui 
satisfont aux équations (11). 


7. Si le fluide n’est point soumis à d’autres forces accélératrices qu’à 
celle de la pesanteur g, agissant parallèlement à l'axe des y et tendant 
à diminuer les ordonnées, les équations (11) deviendront 


où dÀ EE à 


de gp EG 


eo 
D 

— 
Il 


La valeur de x pouvant être prise à volonté parmi toutes celles qui 
satisfont aux équations précédentes, on pourra supposer 


(23) À —pgr. 


Cela posé, l’équation (21) se trouvera réduite à 





FE 0q u? + p2 + ww? 
SE VES JLSE je + gYÿ —= 0. 


(24) 5 
En réunissant cette dernière formule aux équations (19), on aura les 
seules qui conviennent à tous les points d’une masse fluide homogène, 
pesante et incompressible, dans laquelle les vitesses initiales, supposé 
qu'elles ne fussent pas nulles, résultaient uniquement d’impulsions 
appliquées à la surfice extérieure. 

Si l’on considère les vitesses w, », æ comme des quantités très-petites 
du premier ordre, en négligeant dans l'équation (24) les quantités du 
second ordre, on réduira cette même équation à 


I 


0 
(25) s(p—5)+er=e. 


8. Avant de passer à la recherche des équations relatives à la surface, 

il sera bon de fixer les idées sur les conséquences qui résultent du 

principe d’incompressibilité, tel que nous l’avons exposé dans la pre- 

mière Partie de ce Mémoire (Section I, n° 5), ou, ce qui revient au 

même, tel qu’il se. trouve exprimé par l'équation (9). Ce principe con- 
6. 
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siste, ainsi qu’on l’a dit, en ce qu’une molécule #2 de fluide peut 
changer de forme avec le temps, mais jamais de volume, en sorte que 
ses dimensions ne peuvent croître dans un sens sans diminuer dans un 
autre. On doit toutefois observer que la molécule #2 dont il s’agit n’est 
point une de ces parties du fluide qu’on désigne ordinairement sous le 
nom de molécules intégrantes et dont on suppose la forme invariable, 
mais seulement une très-petite portion de fluide qui peut renfermer 
elle-même une infinité de molécules intégrantes. Si, pour éviter toute 
espèce d’équivoque, on désigne ici cette molécule #2 sous le nom d’éle- 
ment, et si l’on suppese en outre que chaque élément reste toujours 
composé de la même manière, on reconnaitra sans peine que deux mo- 
lécules intégrantes séparées à l’origine du mouvement par une distance 
très-petite, pourvu que cette distance ne soit pas nulle, ne parviendront 
jamais à se toucher. En effet, si par chacune de ces molécules inté- 
grantes on fait passer trois plans parallèles à ceux des coordonnées, on 
obtiendra en tout six plans parallèles deux à deux, qui comprendront 
entre eux un élément du fluide ayant la forme d’un parallélépipède 
rectangle, et les deux molécules que l’on considère se trouveront pla- 
cées aux deux extrémités d’une même diagonale de ce parallélépipède. 
Si donc les deux molécules dont il s’agit venaient à se toucher au bout 
d’un certain temps, la diagonale du parallélépipède se réduirait alors 
à zéro, et par suite le volume deviendrait nul aussi, tandis qu’en vertu 
de la condition d’incompressibilité il doit conserver toujours la même 
valeur. 

On peut arriver au même résultat par l’analyse. En effet, soient, à 
l’origine du mouvement, 

a, D, D, 


a + da, b + db, c + de 


les coordonnées respectives de deux molécules intégrantes très-voisines. 
Au bout du temps £, les coordonnées de la première molécule intégrante 
seront devenues 


Ty V5 2, 
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et celles de la seconde 


Ôx 0x dx 

X + Fe da+ Sp db + de, 
dy dy dy 

Pepe de 
02 Oz 

z ee da + 5 db+ 5 de. 


Par suite, les deux molécules ne pourront coïncider à cette seconde 
époque, à moins que l’on n’ait à la fois les trois équations 


Ja À + de = 0, 
dy dy ADO 
d da 6 + 5 dE — 0; 
03 0z 02 

) d 6 +5 dc», 


d’où résulte la suivante 


SR 
da db dc 


Cette dernière équation, étant directement contraire à l'équation (9), 
ne peut subsister avec elle, d’où il suit que, dans un fluide incompres- 
sible, deux molécules intégrantes, séparées d’abord l’une de l’autre par 
une distance très-petite, ne parviendront jamais à se toucher. 

Au reste, la conclusion précédente subsiste soit que l’on compare 
l'état du fluide au bout du temps £ avec l’état initial ou bien avec l’un 
quelconque des états intermédiaires. Elle aurait encore lieu si l’on 
comparait l’état relatif au temps £ avec les états suivants. Ainsi, dans 
tout fluide pour lequel l'équation (9) est satisfaite, on peut affirmer que 
deux molécules intégrantes, qui dans un instant quelconque se trouvent 
séparées l’une de l’autre, ne se sont jamais touchées et ne se touche- 
ront jamais. 

Il paraît suivre immédiatement de ces observations que, à moins de 
mouvements brusques et d’une espèce de scission dans la masse fluide, 
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une molécule située à une petite distance de la surface extérieure 
n’atteindra jamais les molécules situées à cette surface, et à plus forte 
raison la surface elle-même. Seulement, elle pourra s'approcher ou 
s'éloigner de la surface dont il s’agit à des distances plus ou moins 
considérables. Dans ce cas, les mêmes molécules que renfermait dans 
le premier instant la surface extérieure y demeureront toujours. Cette 
remarque est également applicable à toutes les molécules qui terminent 
la masse fluide, par exemple, si le fluide est contenu dans un vase, 
aux molécules qui avoisinent les parois. 








Résumé. — En réunissant les formules (19) et (25), on a 
+22 
“24, 
(26) : [v= F 2 
p= 2 Va LAA 


Si l’on se borne à considérer deux dimensions dans le fluide, ces 


équations se réduiront à 


PA DER PE 
0æ3 -OyS : |” : 
PNEU | 
| ro) 
(27) n 1 0q 
s ÉMRS y” 
0 
PES, er | 


Toutefois il est bon d'observer que la dernière des équations (26) et la 


_ 


dernière des équations (27) se rapportent uniquement au cas où l’on 
considère les vitesses z, v, æ comme des quantités très-petites. 
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On doit remarquer aussi que les équations (15) (F Partie) se dé- 
duisent immédiatement des quatre premières équations (26), et les 
équations (16) (1° Partie) des trois premières équations (27), par la 
supposition t—0o. En effet, a, b, ©, os Uys Vos #9 ne sont autre chose 
que les valeurs de æ, y, 3, qg, u, v, w relatives au premier instant du 
mouvement. 


SECTION DEUXIÈME. 


DES ÉQUATIONS QUI DÉTERMINENT, A CHAQUE INSTANT DU MOUVEMENT, 
; L'ÉTAT DE LA SURFACE. 


1. Lorsque l’on considère les molécules situées à la surface du fluide, 
les quatre variables æ, Y, 3, t ne sont plus indépendantes entre elles, 
ainsi qu’on doit le supposer dans les équations (26) de la Section 
précédente; mais l’une d’elles, y par exemple, devient une fonction 
des trois autres æ, 3 et £. Si l’on substitue cette valeur de y dans les 
expressions générales des quantités 


u, V, w, p, q 


en x, y, 3, {, Ces quantités deviendront de simples fonctions des trois 
variables x, z et 4; et, si l’on désigne ces mêmes fonctions par 


U, V, W, P, Q, 


U, V, W représenteront, au bout du temps 1, les vitesses correspon- 
dantes au point de la surface dont les coordonnées sont + et 3. P sera 
la valeur de la pression au même point et Q celle de l'impulsion que 
nous avons imaginée, afin de pouvoir représenter le mouvement du 
fluide à une époque quelconque comme instantanément produit par 
l’action de forces impulsives appliquées à la surface. 

Cela posé, il est facile de voir qu’on aura pour tous les points de 
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cette surface 
0Q _ 0q 7 0q dy 
0x 0x O0 0x’ 
(98) 0Q 04 ..0g-0r 
ds 03 Oz dy 02 
0Q _ 0q si 0q 0y 
OÙ" 01 07 PI 





Les mêmes relations subsisteront aussi entre les différences partielles 
des quantités 
Ü'et as Net 6 rWret 0, et. 

2. De même que, pour fixer l’état initial de la surface du fluide, 
nous avons supposé connues les impulsions primitivement appliquées à 
chacun de ses points, de même, pour établir le changement d’état que 
cette surface éprouve d’un instant à l’autre, nous devons considérer 
comme données les pressions qu’elle supporte à chaque instant. Si l’on 
suppose, pour plus de simplicité, que la pression soit la même à chaque 
instant sur tous les points de la surface, P sera une fonction de £ seu- 
lement, et la forme de la surface, au bout du temps £, sera déterminée 


par l'équation 
(29) pr: 


De plus, si l’on admet, conformément au n° 8 de la Section précédente, 
. que les molécules situées à la surface dans le premier instant s’y main- 
tiennent pendant toute la durée du mouvement, il suffira de substituer 
dans p, à la place de æ, y, x, leurs valeurs en à, b, c, t pour déduire 
de l'équation (29) celle de la surface initiale; et, comme cette dernière 
équation doit être indépendante du temps, il faudra nécessairement 
que la substitution dont il s’agit donne constamment la même valeur de 


FT 
quelle que soit celle de 4, ce qui entraine pour tous les points de la 
surface l'équation de condition 


Op op Op op __0P 
(30) ere EM UE à Pr 
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Lorsqu'on suppose P — o, les équations (29) et (30) se réduisent à 


PET Vi 
(31) 
SEE Op Op Op Op 
dd "Dr Tor 0. 


Au reste, on doit remarquer : 1° que les équations (24), (29) et (30) 
sont, parmi les équations relatives au mouvement du fluide {même en 
y comprenant les équations relatives aux limites), les seules qui ren- 
ferment la pression p; 2° que l'équation (24) conserve la forme sous 
laquelle nous l’avons présentée, et que les équations (29) et (30) se 
réduisént aux équations (31), lorsqu’après y avoir substitué p — P au 


0q 0q 
lieu de p on y change © —: en 7. 


n° 5 (Section I), et n te en rien les valeurs de &, +, w. Il suit de 


— P, ce qui est permis, en vertu du 


cette remarque que les lois du mouvement restent les mêmes, soit qu’on 
suppose la pression à la surface nulle, ou déterminée, à chaque instant, 
par l'équation p—P (P étant une fonction de £), à cette différence 
près que la valeur générale de p est plus grande dans le second cas 
que dans le premier d’une quantité égale à P. C’est pourquoi nous 
nous bornerons désormais à considérer le cas où l’on suppose 


Ps 0: 


Dans ce cas, les deux équations (31) ayant lieu simultanément pour 
tous les points de la surface, si l’on substitue à la pression p sa valeur 
déduite de l'équation (24), et que l’on remplace w, #, æ par U, V, W, 
on trouvera, pour ces mêmes points, 

















1 09  U?+V?+W? * 
RON LEE à 
9°q d?q r 4 PQ pe 99 ve 94, w: 
à | ie me da PF TT PE" SM 
O—LgV—— 
Ô ry _9?q dq rw -9°9 
UD pd W ds 


Ces deux dernières équations doivent donc fournir la même valeur 
de y en æ, 5 et 4. Cette considération va bientôt nous procurer les 
OEuvres de C.—S.1,t. I. 7 
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moyens de déterminer les quantités 
Q, U, V, W 


et l'ordonnée y de la surface, en fonction de x, 3 et #. Mais, pour ne 
pas compliquer inutilement les calculs, je vais d’abord simplifier les 
équations (32), en les adaptant au cas où les vitesses U, V, W sont 


très-petites. 


3. Supposons que la surface initiale du fluide ait peu différé d’une 
surface plane, et que les impulsions primitivement appliquées aux 
différents points de cette surface aient eu des valeurs peu considé- 
ables. Concevons de plus, comme nous l'avons fait dans la première 
Partie (Section II, n° 1), que le plan des x et z se confonde avec celui 
qui terminait, dans l’origine, les parties, de la surface dont le niveau 


n'avait point été altéré. Alors les quantités 
b, go; Uo, Vos Wo»s 


dans le premier instant, et les suivantes 


AA 1100 0 LUS 


au bout du temps #, seront des quantités très-petites du premier ordre 
pour tous les points de la surface, et même, si l’on en excepte les 
ordonnées y et b, pour tous les points de la masse fluide. Les carrés de 
ces mêmes quantités et leurs produits, soit entre elles, soit par leurs 
coefficients différentiels respectifs, seront du second ordre et pourront 
être négligés vis-à-vis des quantités elles-mêmes. Cela posé, les équa- 


tions (32) deviendront 


(33) 
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Dans la même hypothèse, les équations (28) se réduiront à 





(34) 0Q _0q 0Q __ og 0Q __ 0q 
dt 0% dd 04 D 0 





et l’on trouvera encore, en différentiant ces dernières formules et né- 
gligeant les quantités du second ordre, 


VU og V0 0. dQ 04. 
0x? 0x? O0z? Oz?’ Of? ot? 

















(35) 


La première des équations (33), jointe à la dernière des équations (34), 
donne, pour tous les points de la surface, 


(36) RARE 


De plus, si, dans les valeurs générales de w et de w que fournissent 
les équations (26), on suppose y égale à l’ordonnée de la surface, on 
obtiendra évidemment les valeurs générales de U et de W; et, comme 
pour tous les points de la surface on peut, en vertu des équations (34), 
remplacer 


r—— et —* par —; 


og a 00 dq 00 
dx PA x dz 0z 


les valeurs de U et de W deviendront respectivement 


[U ne. 

(37) 
(wi su 4 
(LE 02 


Quant à la valeur de V, elle est immédiatement donnée par la seconde 
des équations (33), combinée avec la dernière des équations (35), et se 
réduit à 





(38) vien PO 


Les valeurs de y, U, V, W étant, pour tous les points de la surface, 
déterminées en fonction de Q par les formules (36), (37) et (38), ilne 


7e 
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reste plus qu’à donner l'équation qui doit servir à déterminer la valeur 
générale de Q en +, z et £. On y parvient (*) de la manière suivante. 


4. Le problème qu'il s’agit de résoudre est celui-ci : 
q étant une fonction de x, y, 3, t assujetlie, 1° à vérifier l'équation 


Mg  dq 0 
(3 | Lai d q 
(39) dx? y? Oz? 











2° à rendre les équations (33), ou, ce quirevient au même, les deux sui- 





vantes 
1 0 
io 
(44 
Le ) og , 0°q un 
8 9y 74 SES. 


susceptibles d’être vérifiées par une seule et méme valeur de y en x, 3 ett, 
la quantité y, ses divers coefficients différentiels et ceux de la fonction q 
étant d'ailleurs considérés comme très-petits, déterminer la valeur que 
cette fonction acquiert dans le cas où l’on y substitue la valeur de y en x, 


2 CELL: 
! 


Ce problème est évidemment compris dans un autre plus général, 
dont voici l'énoncé : 


q étant une fonction de x, 4 +.y, z et t assujettie, 1° à vérifier l’équa- 
tion (39), 2° à rendre les équations (4o) susceptibles d’être vérifices par 
une seule et méme valeur de y en x, «, z et t, la quantité y, ses divers 
coefficients différentiels et ceux de la fonction q étant d'ailleurs considérés 
comme très-pelits, déterminer la valeur que cette fonction acquiert lors- 


qu'on y substitue la valeur de y en x, «, z et t. 


Soit Q la valeur particulière de g qui doit résoudre ce dernier pro- 
blème. Par un raisonnement tout à fait semblable à celui dont on s’est 


(*) Voir la Note XV. 
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servi pour établir les équations (34) et (35), on prouvera facilement 
que, en supposant la valeur de y en æ, z, + et & substituée dans Îles 
coefficients différentiels de g, on a, aux quantités près du second 
ordre, 




















D'ailleurs, g étant par hypothèse une fonction de +7, on a, pour 
toutes les valeurs possibles de y, 


°q LORS Cd. 99 


(42) da 0ÿ da bye 

Cela posé, si, par le moyen des équations (41) réunies aux équa- 
tions (42), on substitue dans les formules (39) et (40), au lieu des 
coefficients différentiels de la fonction g par rapport à æ, y, = et 4, 
ceux de la fonction Q pris par rapport à æ, #, z et #, les formules dont 
il s'agit deviendront respectivement 























020. . dQ 20 
Sn dé On ? 
2Q 
! USE Ed RTS 
29. 09 
0x ot? 
On conclut de la dernière 
Ce 0: 930 ur po 
da? __ gOaodt? g? ot' 
: 22Q ÿ DR 
En substituant cette valeur de > dans la première des équations (43), 
on trouve 
01Q 92Q  d?Q 
AA node o2 ns 
() on 8 Le RS me) 


Cette dernière équation détermine la valeur de Q qui résout le second 
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problème. Pour en conclure celle qui résout le premier, il suffira évi- 
demment de faire x —o, ce qui ne change en rien ni la forme de l’é- 
quation (44) ni la seconde des équations (43). Au reste, la seconde 
des formules (43) ne nous apprend rien de nouveau, puisqu'elle coin- 
cide avec l'équation (36). Quant à la formule (44), elle servira dans 


la suite à déterminer la valeur générale de Q en x, z et £. 


Résumé. — En réunissant les formules (36), (37), (38) et (44), on 
a, pour tous les points de la surface, 


JE af à =) — 0, 











Mer pale icre 
Le «5100 
Fu gd dt” 
LF r I 0Q 
15) CE re 
x 1 02Q à : 
V= 250 
ee 
| DR à 03 


\ 


Si l’on se borne à considérer deux dimensions dans le fluide, ces for- 


mules deviendront 








! dQ NUE 
on TE gi” 
— 1 0Q 
gd dt” 
(46) : 
pes 00 
| D re 
fi LR 
\ re gd dE 


Quant à la valeur générale de P, c’est-à-dire, de la pression relative 
à la surface, nous la supposerons constamment nulle en vertu de ce 
qui a été dit ci-dessus (n° 2), et nous aurons en conséquence, pour le 


cas de deux et de trois dimensions, 


(47) k PE6: 
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Il est bon de remarquer que, pour obtenir les deux dernières équa- 
tions (21) (F® Partie), 1l suffit de faire, dans la troisième et la cin- 
quième des équations (45), 4— 0. La dernière des équations (22) 
(Ie Partie) se déduit par la même supposition de la troisième équa- 
tion (46). 

En joignant cette observation à celle que nous avons déjà eu occa- 
sion de faire à la fin de la Section IT, on en conclura que les équations 
relatives à l’état initial sont toutes comprises, comme on devait s’y 
attendre, parmi celles qui expriment l’état du fluide au bout du temps 4. 
On doit seulement excepter les deux premières équations (21) ou (22) 
(I Partie), qui déterminent, pour le premier instant seulement, la 
forme de la surface et la valeur des impulsions qu’elle supporte en 


chacun de ses points. 


SECTION TROISIÈME. 


INTÉGRATION DES ÉQUATIONS OBTENUES DANS LES SECTIONS PRÉCÉDENTES. 


1. Si aux formules (26), (45) et.(47) on réunit les formules (18) 
( Partie), on aura toutes les équations nécessaires pour déterminer, 
à une époque quelconque du mouvement, l’état de la masse fluide et 
celui de sa surface, et il ne restera plus qu’à déduire de ces mêmes 
équations les inconnues du problème, c’est-à-dire, à donner les expres- 
sions générales de 


Ps» 4 u, v, w 


en x, y, 3, t et celles de 


7» Q, U, V, W 


en æ, set. Je fais abstraction de la quantité P, que nous suppose- 
rons toujours nulle en vertu de l'équation (47). Quant aux valeurs 
des autres quantités, leur détermination à l’aide des équations (26), 
(45) et (18) (I"° Partie) est tout entière du ressort de l'Analyse et four- 
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nit une nouvelle application du Calcul intégral aux différences par- 
tielles. 

Dans ce qui va suivre, on doit se rappeler : 1° que le plan des x 
et z se confond avec celui qui terminait, à l’origine du mouvement, 
les parties de la surface fluide dont le niveau n'avait point été altéré; 
2° que les ordonnées doivent être comptées positivement au-dessus de 
ce plan et négativement au-dessous; 3° enfin que, pour établir les 
équations (26) et (45), nous avons considéré la surface initiale du 
fluide comme peu différente d’une surface plane et les impulsions 
initiales comme très-petites, ou, ce qui revient au même, les deux 
quantités b et Q, comme ayant de très-faibles valeurs. Dans cette hy- 
pothèse, les oscillations des molécules fluides seront elles-mêmes peu 
considérables à toutes les époques du mouvement, et, par suite, les 
valeurs générales de 


Pr YU, V, w 
relatives à un point quelconque de la masse fluide, ainsi que celles de 
rQUV,W 


relatives à un point quelconque de la surface, demeureront toujours 
peu sensibles. S'il pouvait rester quelques doutes à cet égard, on les 
dissiperait en observant que les formules déduites de cette considéra- 
tion fournissent elles-mêmes, pour les valeurs générales des inconnues 
dont il s’agit, des quantités fort petites. 


2. Afin de commencer par le cas le plus simple, je ferai d’abord 
abstraction d’une des trois dimensions du fluide. Alors, aux équa- 
tions (26) et (45) 1l faudra substituer les équations (27) et (46). Cela 
posé, en raisonnant comme dans la première Partie (Section HIT, n°3) 
et adoptant les mêmes notations, on trouvera que, pour satisfaire à la 
première équation (27), on doit supposer 


(48) Eh [{ cosmaæ enr fm, t)dm. 


{ 
(50 
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Pour obtenir cette dernière formule, il suffit de remplacer dans la 
formule (25) (I Partie) à, b, g, par æ, y, g. Seulement nous avons 
dû changer f(m) en /(m, t), afin d'indiquer que la fonction /{m), 
nécessairement constante par rapport aux coordonnées x et y, peut 
néanmoins être variable par rapport au temps. 

La valeur générale de g étant déterminée par l'équation (48), on en 
déduit, par le moyen des trois dernières équations (27), les valeurs 
correspondantes de 4, #, p; et si, pour obtenir celles de Q, U, V, on 
suppose, dans les expressions générales de q, u, v, que y soit égal à 
l’ordonnée de la surface, en regardant les quantités g, u, v, y comme 
très-petites du premier ordre et négligeant les termes du second 
ordre, on trouvera 


UE :: cosmx fm, t)dm, 
0 


(49) U— AE sinmæ f(m, t)mdm, 


v=-:S | cosmax f{m, t)mdm. 
0 


Ces dernières formules sont tout à fait semblables aux équations (27) 
et (28) de la première Partie. Mais, comme ni la valeur générale de Q, 
ni celles des vitesses U et V, ne sont données a priori, on ne peut faire 
servir ces formules à la détermination de la fonction arbitraire (7, 4) 
qu'après avoir intégré préalablement la première des équations (46). 
C'est ce que nous allons faire. 


3. La première des équations (46) a pour intégrale générale (vorr 
la Note X) 


=) cosmaæx es tE(m)dm +Ÿ f cosmzx est E{m)dm 
0 vo 
) ré AE à Le ITE 
+Ÿ f cosmecosmgfte(m)dm+Ÿ [ cosmax sinm*g*t4(m)dm, 
0 0 


(m), Em), o(m), Ÿ(m) étant quatre fonctions de », dont chacune, à 
OEuvres de C.—S.I, t.I. 8 
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cause du signe », représente à elle seule deux fonctions arbitraires. 
La condition que la valeur précédente de Q, et par suite celles de y, 
U, V qu’on en déduit par la différentiation, ne deviennent point infi- 
nies pour des valeurs infinies de #, entraine l'équation 


en vertu de laquelle la formule ja se réduit à 


LL 2 
Aile M cosmæxe "8 tE(m)dm +5 is cosmax Cosm*g*t o{m)dm 
æ Lit 
+Ÿ f cosmaæ sinm°g"td(m)dm. 
| A 


De cette dernière on déduit, à l’aide des équations (46), 


Fe 


A 


n ; 
De pe) se E(m mn) + Conf g ‘to(m)+sinm g étre, 


… 


12 4 SA 


(5) | | 
= CosmX FE m° SC 


Les valeurs de Q, U, V données par les équations (49) doivent néces- 
sairement être identiques avec celles que fournissent les équations (51) 
t (52). D'ailleurs, pour rendre égales entre elles, 1° les deux valeurs 
de Q, 2° les deux valeurs de U, il suffira de supposer 


_ 


: : 
f(m,t)=cosm?g*to(m)+sinm"g"t4{m)+e" 


de. 
DE 


De même, les deux valeurs de V deviendront égales entre elles si lon 


suppose 
1 4 1 


NEA FRE hs 
f{m, t)= cosm?g* to(m)+sinmg*th(m)—e "#8 tE(m). 
Des deux équations précédentes on conelut 


| m) 
a 


53) 
Üf(m, t) = cosm g*to(m a) 4 Hire g #t4(m). 
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Cela posé, les équations (48) et (5r) deviennent respectivement 


Lt 
ir yep cosmax enr cosm? cor jam + Ÿ [7 cosmx e"r sin m°g*t Lim)dm, 
lee DE COSMX COS M Po dtm am + Y [7 cosmx sin mg#t ÿ(m m) dm 


On pourrait douter encore de la généralité de ces dernières formules 
et demander si l'accord qui doit exister entre les équations (49), (51) 
et (52) entraine nécessairement la disparition de la fonction arbitraire 
£(m). Mais on peut lever cette incertitude en opérant sur les intégrales 
elles-mêmes et non sur les fonctions arbitraires (vorr la Note XIT). 

Les valeurs de g et de Q'étant déterminées par les équations (54), 
on en déduira facilement celles des inconnues w, +, w, p relatives à un 
point quelconque de la masse fluide, ainsi que les valeurs des quan- 
tités y, U, V, W relatives à un point quelconque de la surface; et il ne 
restera plus qu’à déterminer les deux fonctions arbitraires o(m), Ÿ(m) 
par la condition que les valeurs initiales de y et de Q, savoir b et Q,, 
soient, conformément au n° 2 de la Section HI (1° Partie), celles que 
fournissent les deux équations 


4. Si dans la seconde des équations (46) on substitue la valeur gé- 
nérale de Q tirée des équations (54), on trouvera 


à Li à 4 
(56) FD COS mx Los g*t4(m)—sinmg coin) de. 


Si, dans cette dernière et dans la valeur générale de Q, on fait 4 — 0, 
on trouvera, en ayant égard aux équations (55), 


| F(a)=Y f cos am L{m)m*dm, 
TN 

$(a)=Y [7 dm. 
| (a) > f cosam o(m)dm 


8. 
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Celles-ci déterminent complétement (voir la Note VIII) les valeurs des 
fonctions 4(m), o(m), ou, pour mieux dire, des deux fonctions arbi- 
traires que chaque signe X indique. Au reste, comme la fonction Ÿ 
dépend uniquement de la fonction F, et o de #, il suit évidemment de 
la forme linéaire des équations (54), (56) et de celles qui s’en déduisent 
que, pour obtenir les valeurs générales des inconnues du problème dans 
le cas .où l’on suppose 
b=F{(a), Qo—$#(a), 


il suffit de faire la somme des valeurs qu’on trouverait pour ces mêmes 
inconnues, 1° dans le cas où l’on supposerait 


C'est pourquoi nous allons examiner successivement chacune de ces 
deux hypothèses. 


5. Admettons d’abord la première hypothèse, ou, ce qui revient au 
même, supposons 


On aura, par suite, 


ou du moins, en vertu de la Note XII, la fonction o(m) disparaîtra des 
valeurs de toutes les inconnues. Par conséquent, l'équation (56) de- 
viendra 


I + + 4 
= Ÿ f'cosma cos 14 (m)m*am. 
_g ; 


Si dans cette dernière on introduit la fonction F à la place de 4, en 
ayant égard à la première des équations (57), on trouvera (voir la 
Note XI) 


= pe 13 
(58) r=i | f cossŸg tcosa(n + +) F(0)ddu. 
. LE PS” À 
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Cela posé, la seconde des équations (46) donnera 


ts 
mr 0 ga (rat © ff sine stcosu(s — x)F{x . 


l'intégrale fra étant prise depuis £— 0, puisque Q doit s'évanouir 

avec £. | 
Si maintenant on suppose que F(5) n’a de valeur sensible qu'entre 

des limites très-resserrées et pour de très-petites valeurs de 5, et que 


G= [ F(v)d, 


il sera indifférent de prendre les intégrales’ 


frisés, foosu(m— +) Fm)ds 


entre les limites & — — +, 5 — æ, ou bien entre les limites hors des- 


l’on fasse, pour abréger, 


quelles la fonction F(5) n’a plus de valeur sensible; et, par suite, on 
aura à tres-peu près 


foosutr #)F{w)du-= 6 cosuæ, 


d’où l’on conclura 


(rs) cosp” 8” St cosurdu, 
(60) | 


Ce 
Li Ge SE [ sinpèg g'tcosur 


P- 


On aura ensuite, par le moyen des équations (46), les valeurs de L 
et de V. Enfin, pour obtenir la valeur générale de g, on pourra em- 
ployer la méthode dont nous nous sommes servi dans la Section IT de 
la première Partie pour déterminer la valeur générale de g, lorsqu'on 
connaît celle de Q,. On peut aussi déduire directement la valeur de g de 
la première des équations (54). En effet, lorsque dans cette équation on 
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supprime le terme où la fonction o(#) est renfermée, on a simplement 


à RS 
> feosma em sinmé ge 4 {m)dm; 


et, en introduisant dans cette dernière la fonction F à la place de Ÿ par 
le moven de la première équation (57), on trouve 

du. 
‘O1 ne Mi £& Lee b bee) dir F(5)ds —. 


a 


(- 


En supposant que F(5) n'ait de valeur sensible que pour de très- 
petites valeurs de 5, on réduit la formule précédente à 


Go S > © 4 L 
fGa VE 3 9 0 : s" 
22.) dr res sinp*g*{cosux ebr 
T 
0 


“+ 
p° 

Cette dernière équation coïncide avec la seconde des équations (6o) 
lorsqu'on donne à y de très-petites valeurs et qu’on néglige les quan- 
tités du second ordre; elle se réduit à 


g=—0 


lorsqu'on donne à y de très-grandes valeurs négatives. 
La valeur générale de g étant déterminée comme on vient de le voir, 
on déduira facilement des équations (27) les valeurs des trois inconnues 


u, V, P. 


Ce caleul n'ayant aucune difficulté, je vais passer à la seconde des deux 


hypothèses mentionnées ci-dessus, dans laquelle on a 


CR , 


DER 





= (a) 


En admettant la seconde hypothèse, ou, ce qui revient au même, 
en supposant 
Fa)2E56, 


on trouve d’abord que la fonction Ÿ{7#) doit disparaitre entièrement du 
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calcul; par suite, les équations (54) deviennent 
| ° 11 
| q Ds [ cosmx er cosm”g" to(m)dm, 
0 


{ 
LS 
Q=+Y.f: cosmax cosm°g"tolm)dm. 
\ 0 


Si dans celles-ci on introduit la fonction ÿ à la place de #, en avant 


(63) 


égard à la seconde des équations (57), on trouvera (vorr la Note XI: 


/ I ra En A à 

| É— Sp | cosu* g*1ebr cosu(s — x) f(w)dody., 
Vous 

)/ 
(64) M PT RE 

| Q=- | cosp”g"tcosu(s — x)F{5)dody. 
T 

\ 


Supposons maintenant que (5) n'ait de valeur sensible que pour 
de très-petites valeurs de 5, et faisons de plus, comme dans la Section HI 
de la première Partie (n° 5), 


(65) Ke f(5)dw; 


on aura à très-peu près 
feos(n — x)${w)dsw — Hcosux, 


et, par suite, les équations (64) deviendront 


q pu cobné À? lets he er dé, 


Q 


2 


} 
(66) | 


4° 
Rd cosu*g"tcosuxdu. . 


On déduira facilement de ces dernières les valeurs des autres inconnues 
dans l'hypothèse que l’on considère. 


7. En réunissant les valeurs de g et de Q trouvées dans les n° 5 
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‘et 6, on a 





| L + 

|‘ = ei sou? £' Frcospa enr de À [ COS LL? gicosux et du, 
(67) ! ai 

Fos 


les constantes G et H étant respectivement déterminées par les équations 


(68) G= [ Fw)da, H= f#( do 


Telles sont les valeurs générales de g et de Q, pour le cas où l'on a, 
dans le premier instant, 





he Fi L cos + = cosu? «. icosuæxdy, 
pm” 


et où l’on suppose, en outre, que b et Q, n’ont de valeurs sensibles que 
pour de très-petites valeurs de a. On déduira sans peine des équa- 
tions (67) les valeurs des autres inconnues par le moyen des équa- 
tions (27) et (46). Ainsi, par exemple, l’ordonnée y de la surface sera 
déterminée par la formule 


4 
(69) r7=— Se cos u? 2” eosuede [° sinp g cou s at 
T£ 


Quoique le second terme de cette formule soit affecté du signe —, il 
n'en faut pas conclure qu’il ait une valeur négative. En effet, l’inté- 


ERA ki d : , . 
grale [sin m°g"tcosuæ "dy peut avoir une valeur négative, et c’est ce 


qui arrive toujours lorsque æ a une valeur considérable relativement à 2. 
Si dans la première des équations (67) on suppose 4 — 0, on aura 


ls 
o { 


1 
T—Aa, Y—Ù, q—=Go singg'i—0o,, cosu?g*t—1, 


et par suite 





415 
| 
cs 


(70) go — = [ cosap e-b-6) du — 


0 
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Ce résultat, étant parfaitement d'accord avec l'équation (33) (F° Partie), 
confirme l'exactitude des calculs que nous venons de faire. 


8. Dans les numéros précédents, nous avons seulement eu égard 
à déux dimensions du fluide. Pour passer au cas de trois dimensions, 
il faudra substituer les équations (26) et (45) aux équations (27) 
et (46). Mais ce changement n’apportera, comme on va le voir, que 
de légères modifications à l'analyse dont nous avons fait usage. On 
trouvera d’abord, en raisonnant comme dans la première Partie (Sec- 
tion III, n° 7), que, pour satisfaire à la première des équations (26), 
on doit supposer | 


(71) q avt Î cosmæx cosnz et+#r f{m, n,t)dmdn, 
0 0 


J\m, n, t) étant une fonction arbitraire des trois quantités », n, £, et 
le signe È ayant la même signification que nous lui avons toujours 
attribuée. Par suite, on aura, pour remplacer les équations (49), les 
quatre suivantes : 


= œ 2 ; 
O = #3 2 cosmx COsnz f(m, n, t)dmdn, 
0 0 
U— - Æ 4 snz f(m,n, t)mdmd 
=: 3 ] sinmxcosnz f(m,n,t)mdmdn, 
| HO 


2 L°] # 
X 3 [ . cosmæxCcosnz f(m,n,t)(m?+n?)dmdn, 
+0 0 


I gr Me 
NW 5) / ‘à cosmæx sinnz f{m, n, t)ndmdn. 
0 0 


En passant à la première des équations (45), on trouvera qu'elle a 





pour intégrale générale 
, etm+n)igtt E(m, n) + e—(m+n ge Ë (m, n) 
« Le iv au PR 
{ = 3 FR. | \ 
(73) QSY. | Î COSMmX COSNZ + cos(m?+n?)"g?t o(m,n) | dm dn, 
0 0 $ 


LA 
+ sin(m?+n?)"g*t dm, n) | 
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les quatre signes €, €, ©, Ÿ désignant autant de fonctions arbitraires. 


Cela posé, la quatrième des équations (45) deviendra 


/ 


| em +n2)s g #tE(m, RATES g 5 Etm, n) 


DE f° nn _'cos(mi+ nift _ d: P\ (m, n) 


4 
(m?+n?)*dmdn. 


PE 
\ — sin{m?+n?)"g?4 V(m,n) 


TT  —" 


Pour faire coincider les deux valeurs de Q et les deux valeurs de V que 
fournissent les équations (72), (73) et (74), il suffira de supposer 


3 Lu£ 
fim,n,t) — cos(m? + n2) 8 tofm,n)+sin(m+n)'g"t4(m,n) 


ue 4.4 
o—etm +r Ve tEim,n)+e terne E(min), 


d’où l’on conclura 


CHRAIE0, Et Hi 0. 


Au reste, l'équation Ê(m, n) —o peut aussi être déduite directement 
de cette considération que, pour des valeurs infinies de #, les quantités 
Q, U, V, Wne doivent pas devenir infinies. Enfin, si la disparition 
des fonctions arbitraires Î(m, n), É(m, n) ne paraissait pas suffisam- 
ment établie par les considérations précédentes, on pourrait lever toute 
incertitude à cet égard, en opérant sur les intégrales elles-mêmes, au 
lieu d'opérer sur les fonctions qu’elles renferment (voir la Note XII). 

La disparition des deux fonctions (m, n), €(m, n) réduit les valeurs 
de g et de Q à 


1 


| 3°.,4 
| 2\4 2 4 L 
q =S y. he cosmzcosnz | C0S(R +R?) # PU 7) Lecne enr dman, 
cmd | 3 $ 
+ sin(m?+n?)"g*tV(m,n) 
/ 


el 


FR 
Fe cos(m?+n?)'g"t p(m,n) 
| Q _ COSMX COS A 3 dm dn. 


L 
| + sin(m? + n°2) gt V(m,n) 


il 


Par suite, la seconde des équations (45) donnera, pour la valeur gé- 
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nérale de y relative à la surface, 


Li Eur 

I Re JE cos(m?+ n?)g*t L(m,n) + | 

(97) = Ÿ Î ï 5 me eoun ) ” tire je n?)" dr: 
25 #ÆædV/0o vo P É \T,2 | 
Ô — sin(m?+ n?) a tofm,n) 


et, si l'on suppose, conformément aux équations (18) (1 Partie), que 
les valeurs initiales de y et de Q, savoir, b et Q,, soient respective- 
ment 


(78) ÉRA E 


| Qo= (a, &), 


on trouvera, pour déterminer les fonctions arbitraires © et 4, les deux 
équations 


æœ /fnAœ l 
Fac) | | cosma cosnce b(m,n)(m?+n?)"dmadn, 
g? o 0 . 
(79) es 
D AE cosma cosnco(m, n)dmdn. 
0 0 S 


Supposons qu’au moyen de ces dernières on introduise dans les équa- 
tions (76) les fonctions F et #, au lieu de 4 et de », les valeurs gé- 
nérales de g et de Q deviendront (votr la Note XI) 


+ + (= — 2 5 #)2 1 A 

sin (u») F gt sin y COS A #2 e(&W?r F{w,o)dw do du.dy 

= — © — © 4 . 
(v)* 


_ ARE Pr \2 4 
mr 4 f is (uv) ete siny cos Le _ Re 5) PTE oc r $(r, p) do dodu dy, 


Le fs ap js sin (uv) Fo L ns cos Le TE © JE p{5,p) o) di de ue 


(y) 


4 — sas 
+2 [_ [ J esue À soiny 208 æ)? + (p dead 


Si l’action des causes motrices n’a embrassé, dans le premier instant, 





(80) 











nor: AE 


qu’une très-petite étendue de surface adjacente à l’origine des coor- 
données, les fonctions F(5, +), f(w, o) n'auront de valeur sensible 
LL À 9. 
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que pour de très-petites valeurs de 5 et de p; et si l’on fait, pour 


| 2 à té deb, 
| Ke | $(w, e)dwdp, 


les équations (80) se réduiront à 


abréger, 


(81) 


É 25 œ œ 4:74; Ë 
_— _ f. sin {uy)*g* 4 siny cos EE ) et y ie 
(uv) 








1 _ 
Fe 


i 9 9 
A x? + 72 1 
cos (uy)"g* 1 siny cos Lee et y du dy, 
4 











Go 3 ES. ? 2 72 ] 
Q=- ë 7 f sin (uv) 82e siny cos |? ) Le 
FAR 


(æ?- 


cos(uv) F * £ sin y cos 





Lorsque, dans la première de celles-ci, on suppose : — 0, elle devient 


1 
hs sinv cos | 2 2H CIE qu à du do. 
| 27? 4 


On peut aussi mettre cette dernière équation sous la forme suivante : 


2 (pu? b 
2H ee . a+ c2 
ETES SPORE TL siny cosy e+° du dy; 
gp ne(at:+ 62); ‘ F FA 
car il suffit pour cela de remplacer & par ee —"—, ce qui ne change 


pas les limites de l’intégrale. Si, dans la valeur précédente de g,, on 
change » en v, et qu’on ajoute la nouvelle valeur ainsi obtenue à la 
première, on trouvera pour la demi-somme 


1 
2 (pv)? D 


(83) go re) Hs k, sin (ue AE y) Qar+csi du. dy Es H Binelrx0) :: 3 
‘ 2 (a? 2 + c?) c) 2T 3 
(a? + b2 + c2)° 


{voir la Note IV). 


s 
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Cette dernière équation, étant parfaitement d'accord avec la for- 
mule (46) (I Partie), confirme l’exactitude de notre analyse. 

Les valeurs générales de g et de Q étant déterminées‘ par les for- 
mules (82), on en déduira facilement les valeurs des autres inconnues 
par le moyen des équations (26) et (45). Ainsi, par exemple, l'or- 
donnée y de la surface aura pour valeur 


re Ne 24 72) 
| = ir L É cos (uy)*g" 1 siny cos et ER dy. dy 
(84) 0 0 | 


H ET nr + +. xæ?+z?lu + 
— —— sin { uv )}* 9” 4 siny cos Ért te (uv) du. dy. 
ang°00 vo 





Au reste, nous renvoyons la discussion de ces valeurs à la troisième 
Partie. 


9. Les formules précédemment trouvées fixent d’une manière pré- 
cise, à chaque instant, l’état du fluide que l’on considère; mais elles 
deviendraient insuffisantes si l’on voulait comparer l’état du fluide, 
au bout du temps £, avec l’état initial. Au reste, il est facile d’établir 
cette comparaison, lorsque les diverses molécules fluides ne font que 
de très-petites oscillations autour de leurs positions primitives. En 
introduisant cette hypothèse dans nos formules, nous obtiendrons des 
résultats qui seront exacts, toutes les fois qu'ils seront d'accord avec 
l'hypothèse elle-même. Cet accord a effectivement lieu dans le cas que 
nous avons particulièrement traité, savoir, celui où les causes motrices 
avaient peu d'intensité à l’origine du mouvement. En conséquence, 
on pourra, dans les équations ci-dessus trouvées, considérer les coor- 
données x, y, z de la molécule 7x, au bout du temps #, comme ne 
différant de ses coordonnées initiales a, b, c que de quantités très- 
petites; et, comme les inconnues que déterminent ces diverses équa- 
tions sont déjà très-petites elles-mêmes, en négligeant les quantités 
du second ordre, on pourra, dans les valeurs de ces inconnues, rem- 
placer immédiatement +, y, 3 par a, b, c. On obtiendra de cette 
manière les vitesses, la pression, l’impulsion et l’ordonnée de la sur- 
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face, exprimées au moyen du temps et des coordonnées initiales. II 
ne restera plus alors qu'à déterminer, en fonction du temps et de ces 
mêmes coordonnées, les coordonnées variables æ, y, 3. On y parvient 
de la manière suivante. 


Si l’on considère à la fois les six quantités 
CAR PS F2 do.) 
comme fonctions des quatre variables indépendantes 


a 0 CE, 
on aura 


3:47} 


: 0 | on. 0z 
85) F dt = U, dt SE ue ot 


et par suite, en supposant les intégrales prises depuis 4 — 0, 


(86) z—a+ fudt, r=b+ fvdr, s=e+ fwdr. 


Cela posé, comme les vitesses w, v, æ se trouvent exprimées de la 
même maniere, soit en @, b, c, t, soit en +, y, z, £, il suffira, pour 
obtenir les valeurs de æ, y, 3 en a, b, c, 4, de substituer pour &, v,æ, 
dans les équations (86), leurs valeurs en +, y, =, £, et de remplacer, 
soit avant, soit après l'intégration, æ, y, 3 par à, b, c. 

Si dans la seconde des équations (86) on suppose la vitesse # rela- 
tive à l’un des points de la surface, on aura 


et par suite, en déterminant convenablement la constante introduite 
par l'intégration, 
ni 0) 
Pr Ne 
Cette dernière valeur de y est en effet l’ordonnée de la surface que 
donne la seconde des équations (45). D'ailleurs, comme cette valeur 
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est très-petite, il devient indifférent d'y remplacer, où non, x et = par 
a et c, ainsi que le suppose la seconde des équations (86). 

Si l’on observe que les vitesses , », æ, multipliées par à et prises 
en signe contraire, sont respectivement égales aux différences par- 
tielles de la fonction g par rapport à æ, y, z, et que l’on conçoive dans 
cette même fonction æ, y, z remplacées par a, b, c, on trouvera que 
les équations (86) peuvent être mises sous la forme suivante : 


er eg re 


<= —— —— = b—< —"— —— Z2—=C—+ —“ - 
D eo de 
les intégrales relatives à £ devant toujours être prises depuis £ — 0. 

Si l’on veut faire abstraction d’une des trois dimensions du fluide, 
il suffira de supposer 


Alors la valeur de z sera constante, et les valeurs de x et de y seront 
toujours déterminées par les équations (86) ou (87). 

Résumé. — Si l’on suppose que, dans le premier instant, les impul- 
sions appliquées à la surface du fluide et l'altération du niveau de 
cette surface aient été fort petites près de l’origine des coordonnées, 
et tout à fait nulles à des distances sensibles de cette origine, on 
obtiendra les résultats suivants : 

1° Si l’on se borne à considérer deux dimensions dans le fluide, en 
désignant par 


(88) b—F{a), Qo—=$(a) 


l'ordonnée et l'impulsion initiales relatives à la surface, et faisant, 
pour abréger, 


(89) 


[u=f $(w)d®, 
À _ 
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on trouvera, pour la valeur générale de l'impulsion g, 


4 
3 œ : 4 
| = sinu?g *tcosux eur LE 
(90) | ai 
| + — "f" COS * Tel COSux ENT du. 


En faisant dans cette dernière y —o, ou, pour mieux dire, en né- 
gligeant y, on formera la valeur générale de Q, et l’on obtiendra 
ensuite les valeurs des inconnues p, u, # relatives à tous les points de 
la masse fluide, ainsi que celles des quantités y, U, V qui se rapportent 
aux différents points de la surface, par le moyen des équations (27) 
et (46). 

Après avoir ainsi déterminé les valeurs des diverses inconnues en 
fonction des coordonnées variables et du temps, si l’on veut, à la place 
des coordonnées variables, introduire les coordonnées initiales, il 
suffira de remplacer dans les valeurs trouvées + par a, et y par b. De 
plus, on aura, pour déterminer + et y en a, b, t, les deux équations 


(91) a+ [ad y=b+ fvdr, 


dans lesquelles on doit considérer w et v comme fonctions de a, b, £, 
et prendre les intégrales depuis ? — o. 

2° Si l’on restitue au fluide ses trois dimensions, les équations (88), 
(89) et (90) deviendront respectivement | 


(92) b—F(a,c)}, Qo—=fîa, c); 


= JL Fo, p)dwdo, 


(93) 
Ke À f (sw, p)dwdp; 
1 
2 œæ Le L | 1 
se LE sin (uy)"g" # 4siny cos (2° + 2°)# er dd 
pK TES + % 
(94) (uv) 


eur da dy. 


> 
se 


cos (uy) NT 0 male LCR 6 
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En faisant dans cette dernière y — o, on trouvera la valeur générale 
de Q, et l’on obtiendra ensuite les valeurs des autres inconnues par 
le moyen des équations (26) et (45). 

Enfin, si, au lieu d'exprimer les inconnues en fonction des coordon- 
nées variables et du temps, on veut les exprimer en fonction du temps 
et des coordonnées initiales, 1l suffira de remplacer æ, y, z par à, b, c, 
sans rien changer aux formules, et l’on aura en outre, pour détermi- 
ner les valeurs de x, y, z en a, b, c, t, les équations 


(95) a+ [ue y=b+ [ var, s—c+ | wdt, 


dans lesquelles on doit considérer w, #, æ comme fonctions de @, b, 
c, t, et prendre les intégrales depuis 4 — 0. 
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TROISIÈME PARTIE. 


LOIS GÉNÉRALES DU MOUVEMENT DES ONDES. 


SECTION PREMIÈRE. 


DU CAS OÙ L’ON NE CONSIDÈRE QUE DEUX DIMENSIONS DANS UN FLUIDE. 


1. Imaginons que le niveau naturel d’un fluide ait été altéré dans 
une portion de sa surface par une cause quelconque, et qu’au moment 
d'abandonner cette portion de surface à elle-même, on ait appliqué à 
chacun de ses points une impulsion déterminée. Si l’on rapporte le 
plan du fluide à trois plans rectangulaires ayant pour intersections les 
axes des +, y et z, et si l’on choisit pour plan des x et z celui qui ter- 
mine, dans le premier instant, les parties du fluide dont le niveau n’a 
point été altéré, on pourra concevoir que toutes les sections parallèles 
au plan des +, y aient subi dans leur niveau les mêmes altérations, 
et aient été soumises à des impulsions égales. C’est ce qui arriverait, 
par exemple, si l’on mettait le fluide en mouvement, en y plongeant, 
pour le retirer ensuite, un cylindre d’une longueur indéfinie et dont 
l'axe serait parallèle à celui des z, ou bien en frappant la surface du 
fluide avec le même cylindre mis en mouvement par une force perpen- 
diculaire à son axe. Dans cette hypothèse, les molécules du fluide, 
qui seront semblablement situées dans des plans parallèles à celui des 
æ, y, devront se mouvoir de la même manière; et par suite, pour 
fixer les lois du mouvement, il suffira d’avoir égard aux molécules 
comprises dans le plan vertical des æ, y. 

Afin d'obtenir des lois régulières à peu de distance de l’origine des 
coordonnées, nous supposerons que les impulsions primitivement 
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appliquées à la surface du fluide, et l’altération de son niveau, étaient 
fort petites près de l’origine, et tout à fait nulles à des distances sen- 
sibles. Cela posé, on trouvera les résultats suivants. 


2. Les impulsions appliquées à la surface se communiqueront en 
partie aux diverses molécules de la masse fluide, et il en résultera 
dans l’instant même, pour chaque point, une impulsion et des vitesses 
déterminées parallèlement aux axes des x et y. Pour des points situés 
à une distance sensible de l’origine des coordonnées, cette impulsion 
et ces vitesses seront déterminées par les équations 








er p) 
D Tia? +62) 
__ H 2a(—b) 
( Mo TS [art br” 
À ME. NAT nine de 
7 ro (a? +b2}? 


(voir la F° Partie, Section III), dans lesquelles a, b représentent les 
coordonnées d’un point quelconque, à la densité du fluide, et H la 
somme des produits qu’on obtient en multipliant chaque élément de 
surface par l'impulsion qui lui est appliquée, ou, ce qui revient au 
même, le produit de l’impulsion moyenne par la portion de surface 
soumise à l’action des forces impulsives. L’impulsion et les vitesses 
sont donc proportionnelles à la portion de surface dont il s’agit, ainsi 
qu'à l’impulsion moyenne. De plus, les vitesses sont en raison inverse 
de la densité. Mais elles sont, ainsi que l'impulsion, tout à fait indé- 
pendantes de la forme initiale de la surface à laquelle on peut se 
dispenser d’avoir égard, et de la loi suivant laquelle l'impulsion 
moyenne était distribuée sur les différents points auxquels son action 
devait s'étendre. 

Si l’on désigne par 72 la molécule dont & et b sont les coordonnées 
initiales, par 7, sa distance à l’origine, et par 6, l’angle que fait cette 
distance avec le prolongement de l’axe des y au-dessous du plan des x 


et 3, on aura 
a= ro Sin, —b—ro cos, 
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et par suite les équations (1) deviendront 








qe = H cos 0o 
0 — e Ms , 
FT ro 
, H sin 2 6 
(2) WE 
1" 
ER H cos2% 
0. — — (HD SRE 
no 7) 


Soient maintenant R, la résultante des deux vitesses w, et »,, c’est- 
à-dire, la vitesse de la molécule » dans sa propre direction, et p, 
l'angle que forme cette direction avec le prolongement de l’axe des y. 


On aura 
À H : 
Léslasr al = > à 
| 0 ( 0 a) rÔ ra” 
; u 
(3) { tangpo — — — tang 2 60, 
0 





et parsuite Po — 260. 


Il suit de ces dernières équations : 1° que la vitesse absolue reste 
la même pour tous les points situés à égale distance de l’origine des 
coordonnées; 2° que cette vitesse décroit en raison inverse du carré 
de la distance à l’origine, en sorte que pour de grandes distances elle 
devient insensible; 3° que sa direction forme, avec la ligne menée du 
point que l’on considère à l’origine des coordonnées, un angle égal à 
celui que forme cette dernière ligne avec la verticale. Ainsi, par 
exemple, la vitesse est verticale et dirigée de haut en bas, comme on 
devait le présumer, pour tous les points de l’axe vertical des y. Elle 
devient horizontale dans tous les points d’une ligne qui, passant par 
l’origine des coordonnées, serait inclinée à 45°. Enfin elle est verti- 
cale, mais dirigée de bas en haut, pour tous les points situés à la sur- 
face du fluide. Cette dernière conclusion paraît d’abord assez singu- 
lière, puisque, auprès de l’origine des coordonnées, les molécules 
doivent nécessairement descendre en vertu des impulsions appliquées 
à la surface. Mais il faut remarquer que les équations (3) s'appliquent 
uniquement aux molécules situées à une distance sensible de cette 
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origine, et que l’abaissement des unes doit être compensé par l’élé- 
vation des autres. 

On peut encore déduire des équations (2) et (3) plusieurs consé- 
quences assez curieuses. Ainsi, par exemple, on reconnaitra sans 
peine que l'impulsion, ainsi que les vitesses, est insensible à de grandes 
distances; que cette même impulsion est nulle pour tous les points 
de la surface sensiblement éloignés de l’origine des coordonnées, ce 
qui est une suite nécessaire de la manière dont on a posé la question; 
que la vitesse horizontale, lorsqu'elle existe, tend à éloigner les mo- 
lécules fluides de l’axe vertical des y; enfin que la vitesse verticale 
est négative pour toutes les molécules situées au-dessous de la ligne 
qui, passant par l’origine des coordonnées, s'incline de 45° à l'horizon, 
et positive pour toutes les autres; en sorte que les premières descen- 
dent, tandis que les autres montent. 

Il est aisé de s’assurer que les formules (2) sont homogènes, c’est- 
à-dire, qu'elles ne changent pas lorsqu'on fait varier l’unité de mesure, 
de temps ou de densité. En effet, H est le produit d’une impulsion 
déterminée par une portion de la surface fluide, qui, dans le cas pré- 


sent, se réduit à une ligne. Par suite, 7 équivaut à une impulsion; ce 
0 


qui prouve que les deux membres de la première équation (2) sont 
homogènes l’un par rapport à l’autre. De plus, une impulsion, étant 
le rapport d’une quantité de mouvement à une surface, doit être con- 
sidérée comme le produit d’une vitesse par une ligne et par une den- 


sité. Par suite, l'impulsion =; divisée par la ligne 7, et par la densité 9, 
0 


équivaut à une vitesse, ce qui s'accorde avec les deux dernières des 
équations (2). 


3. Après avoir fixé des lois suivant lesquelles le fluide commence à 
se mouvoir, je vais examiner suivant quelles lois ce mouvement se 
continue et se propage d’un instant à l’autre. Dans cette recherche, 
on ne peut plus faire abstraction de la forme initiale de la surface qui 
a une influence sensible sur les valeurs des inconnues; et l’on doit, 
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en conséquence, admettre deux causes du mouvement, savoir : 1° l’al- 
tération primitive du niveau du fluide dans une petite portion de sa 
surface, 2° l’action de forces impulsives appliquées à la portion dont 
il s'agit. Au reste, on a fait voir dans la deuxième Partie (Section I, 
n° 4) que, pour obtenir les valeurs des inconnues dans le cas où les 
deux causes sont réunies, il suffit d'ajouter entre elles les valeurs que 
chacune des causes déterminerait séparément. C’est pourquoi je me 
contenterai d'examiner, l’une après l’autre, les deux hypothèses que 
lon peut faire sur la manière dont le fluide a été mis en mouvement. 


4. Supposons d’abord que le mouvement du fluide ait été produit 
par une petite altération de niveau dans les points de sa surface situés 
tout près de l’origine des coordonnées. Les vitesses seront nulles dans 
le premier instant. Mais, le temps venant à croître, elles acquerront 
bientôt une valeur sensible. Alors chacun des points de la surface du 
fluide s’élèvera ou s’abaissera d’une certaine quantité au-dessus ou 
au-dessous du niveau moyen; et l’on verra se former ainsi de petites 
ondes dont les sommets se trouveront déterminés par les points dont 
l'élévation ou l'abaissement sera un maximum. La vitesse avec laquelle 
ces sommets changent de place est ce que nous nommerons la vitesse 
des ondes. Elle doit être soigneusement distinguée de la vitesse propre 
aux molécules situées à la surface du fluide, et peut être fort diffé- 
rente. Nous verrons, en effet, que la vitesse des ondes croit indéfini- 
ment, tandis que celle des molécules reste toujours comprise entre des 
limites très-resserrées. 

Nous avons fait voir ci-dessus (1° Partie, Section I, n° 5) qu’à une 
époque quelconque on pouvait se représenter le mouvement du fluide 
comme instantanément produit par l’action de forces impulsives appli- 
quées à sa surface. Dans cette hypothèse, il existerait, pour chaque 
point de la masse fluide, une impulsion déterminée, dont la valeur, 
exprimée en fonction des coordonnées variables x, y et du temps £, est 

#. Ge æ 1 1 dy 


{ AR Pa | 
(4) + q _. sinp*g" {Ccosux ER 


0 L° 
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g désignant la force accélératrice de la pesanteur, à la densité du fluide, 
et G la somme des produits qu’on obtient en multipliant chaque élé- 
ment de surface par l’ordonnée correspondante. G représente donc la 
section d’eau soulevée par suite de l’altération du niveau dans une 
portion de cette même surface. 

Pour obtenir la valeur Q de g, relative aux différents points de la sur- 
face, il suffit de négliger dans l'équation (4) la valeur de y, ou, ce qui 
revient au même, de supposer dans cette équation y — 0. On aura done 


i 4 
(SEE Q= "8 [ snpfg ecoute. 

Lorsqu'on n’a pas dessein de comparer entre elles les positions suc- 
cessives d’une même molécule fluide, on peut se contenter d'exprimer 
les diverses inconnues du problème en fonction des coordonnées varia- 
bles et du temps. Dans le même cas, les seules inconnues dont il faille 
joindre les valeurs à celles de g et de Q, pour fixer dans tous les instants 
l'état de la masse fluide et celui de sa surface, sont, pour un point quel- 
conque, la pression p avec les vitesses u, v dans le sens des coordonnées, 
et, pour un point de la surface, les vitesses U, V et l’ordonnée y. Nous 
ne parlons pas de la pression à la surface du fluide, parce que nous la 
supposerons constamment nulle; et d’ailleurs, nous avons prouvé, dans 
la deuxième Partie, que les lois du mouvement restaient les mêmes, 
soit que la pression à la surface fût égale à zéro, soit qu’elle fût con- 
stante, ou, même, fonction du temps. Quant aux autres inconnues, leurs 
valeurs se trouvent déterminées, en fonction de g et de Q, par les deux 
groupes d'équations 


Fi nr Up TRE Ma 

HE EE RAT UT 

0 - 1 0Q 

6 SP Que i =E— = ——) 
(6) v 5 dy (7) U is 
SEL Le PER PE ei à 

P= Ge ET Ne 13-08 


Toutefois il est bon d'observer qu’on peut déduire immédiatement les 
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vitesses à la surface, U et V, des valeurs générales de u et de #, en fai- 
sant dans ces dernières y — 0. 

On reconnaît facilement, à la seule inspection des formules (4), (5), 
(6) et (7) : 1° que l'impulsion et les vitesses sont nulles dans le premier 
instant; 2° que ces trois quantités s’évanouissent encore pour de très- 
grandes valeurs négatives de y, c’est-à-dire, pour les points situés à une 
très-grande profondeur dans la masse fluide; 3° qu’elles sont propor- 
tionnelles à la section d’eau soulevée dans le premier instant. Quant à 
la pression p, elle est composée de deux termes. L'un de ces termes, 
Savoir, 

— gr; 


représente la pression qui aurait lieu si le fluide était en repos, et croît 
indéfiniment avec la profondeur. L'autre terme 


est proportionnel à la quantité d’eau soulevée dans le premier instant, 
et s'évanouit lorsqu'on s’abaisse d’une quantité considérable au-dessous 
du niveau de la surface. Enfin on peut remarquer que la pression et 
l'impulsion sont proportionnelles à la densité, tandis que les vitesses en. 
sont indépendantes. 

On démontre facilement l’homogénéité de l'équation (4). En effet, 


‘ ; . L. . 
si dans cette équation on remplace w par ges” 0€ QUI ne change pas les 
limites de l'intégrale, on trouvera 
Do 2 z du 
(8) | =) sine COR a e cr 


: Dans cette dernière, gt? désignant le double de l’espace parcouru par un 


Tr 
gt? 


abstraits. Par suite, l'intégrale elle-même est un nombre indépendant 





corps grave pendant le temps 4, <= et sont évidemment des nombres 
8 


de l'unité de mesure, de temps ou de densité. De plus, & représente 
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une surface divisée par un temps, ou, ée qui revient au même, le pro- 


- L . e G 4 La 
duit d’une vitesse par une ligne; et par suite, +8 doit représenter une 
impulsion, ainsi que la formule le suppose. 

Lorsque dans la dernière équation (6) on suppose y égale à l’ordon- 


née de la surface, on a, en vertu de la première équation (7), y —— <, 
et par suite 
P—0; 

ce qui est une suite nécessaire de la manière dont on a posé la question. 

Enfin, si dans les équations (4), (5), (6) et (7) on change x en — x, 
les inconnues g, Q, p, y, v et V ne changeront ni de signe ni de valeur; 
et les vitesses horizontales w, U conserveront la même valeur, mais 
changeront de signe. Il suit de là que le mouvement du fluide est 
symétrique de part et d’autre de l’axe des y. C’est pourquoi nous nous 
bornerons, dans ce qui va suivre, à fixer le mouvement des molécules 
qui correspondent à des valeurs positives de æ. 


5. Si, après avoir développé les seconds membres des équations (7), 
on remplace, dans les valeurs générales de Q, y, U, V, la variable » 


12 


par 3 et que l’on fasse en outre, pour abréger, 


(9) To: st” 


on trouvera 
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Si maintenant on fait 


2k 
ŒEuvres de C.—S.I, t.I. 11 


4 
feossé cos du = 2kK, 
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les équations (10) deviendront 
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Il reste à déduire des équations précédentes les diverses circonstances 
du mouvement des ondes. Comme, en vertu de ce qu’on a dit ci-dessus, 
ce mouvement est symétrique de part et d'autre de l’axe des y, il suffira 
de considérer les points pour lesquels l’abscisse æ, et par suite la valeur 
de #, est positive. Dans cette hypothèse, la valeur de K pourra être 
mise sous la forme suivante : 


® 4 
(2) Ras cos(2ku)" cos u du. 
ÿ | 


Si, pour un instant déterminé, on veut fixer le nombre et la position 
des ondes à la surface du fluide, il faudra considérer le temps comme 
une constante, et chercher les valeurs de x qui rendent la valeur de y 
un maximum absolu. Ces valeurs se trouvent déterminées par l’équation 


O(KK) 


De ir 


ou, ce qui revient au même, par la suivante, 


| d(xK) _ 

4 02 
dont le premier membre est tout simplement une fonction de # — 16. 
Si l’on désigne par #,, #,, #,, ... les racines positives et réelles de cette 


dernière équation, rangées par ordre de grandeur, les sommets des 
5 
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ondes formées, soit en creux, soit en relief, à la surface du fluide, au 
bout du temps £, auront respectivement pour abscisses 


1 
VE — ol? 
k, 2 © : 
12 12 
x = -— — pl? 
(14) Es n°77 
RÉ h ee O'ÉA 
k3 2 © d 


Parmi ces valeurs de x, les unes fourniront pour y des maxima positifs, 
les autres des maxima négatifs; ce qui servira à distinguer les ondes 
formées en creux des ondes formées en relief. Si quelqu’une de ces 
valeurs ne rendait pas y un maximum, il faudrait la rejeter. 

Si l’on veut maintenant déterminer la vitesse avec laquelle les ondes 
se propagent, il faudra considérer £ comme variable dans les équa- 
tions (14); et l’on verra immédiatement que l’abscisse du sommet d’une 
onde, ou la distance de ce sommet à l’origine des coordonnées, croit 
comme le carré du temps. Le mouvement des ondes n’est donc pas 
uniforme, ainsi que M. Lagrange l’a supposé dans sa Mécanique ana- 
lytique, mais uniformément accéléré (‘). Avant d'obtenir les intégrales 
générales des équations du mouvement, j'avais déjà été conduit par 
des considérations particulières à soupçonner ce résultat, et j'en avais 
fait part à M. Laplace. Mais je n’osais encore m’arrêter à cette idée, 
lorsque M. Poisson m'y confirma par cette considération, que, pour 
satisfaire à la condition d’homogénéité, les espaces parcourus par les 
ondes, supposé qu'ils fussent indépendants de la forme initiale de la 
surface, devaient être proportionnels à l’espace parcouru par un corps 
grave, c’est-à-dire, à ; gl?. 

Puisque le mouvement des ondes est uniformément accéléré, la 
vitesse de chaque onde (mesurée à son sommet) est nécessairement 
égale à deux fois l’abscisse de ce sommet divisée par le temps. Par 


(1) Foir la Note XVI, 


er: 
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suite, en vertu des équations (14), 


* + 1 

la vitesse de la premiére onde sera ... PE LE 
} 1 
I 

celle ln secondes... 4. .52.% — gt, 
ko 
ses J 

celle de In iroisieme. si 6 is sie, 8 

Comme les quantités #,, £,, #,, ... sont toujours croissantes, il en 


résulte que la deuxième onde se meut plus lentement que la premiere, 
la troisième plus lentement que la seconde, etc. De plus, les forces 
accélératrices qui seraient capables de produire les ‘vitesses de la pre- 
mière, de la seconde, de la troisième onde, etc., sont évidemment à la 
force accélératrice de la pesanteur dans le rapport des quantités 


I J I 
: agé eut ME iué | 
ki ko k3 


Il suit de ce qui précède que, pour fixer les lois de la propagation 
des ondes, il faut comparer entre eux, aux diverses époques du mou- 
vement, non pas les points de la surface qui ont les mêmes abscisses, 
mais ceux dont les abscisses sont entre elles comme les carrés des 
temps, ou qui correspondent à une même valeur de Æ. En examinant, 
sous ce point de vue, les équations (ro) et (13), et observant que la 
valeur de G deviendrait négative si dans le premier instant la portion 
de surface adjacente à l’origine des coordonnées avait été, non pas 
soulevée, mais déprimée au-dessous de son niveau moyen, on recon- 
naitra sans peine que le mouvement des ondes a lieu de la manière 
suivante. | 

1° La vitesse de chaque onde est indépendante de la petite portion 
de fluide soulevée ou déprimée à l’origine du mouvement, et de la 
courbure de la surface qui terminait la portion dont il s’agit. Elle 
n’est pas constante, mais proportionnelle au temps. Par suite, l’espace 
parcouru par chaque onde, et la distance comprise entre les sommets 
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de deux ondes consécutives, croissent comme le carré du temps. Ainsi 
deux ondes, qui paraissent se confondre tout près du centre du mou- 
vement, s'écartent, à mesure qu’elles s’avancent, d’une manière très- 
rapide. C’est ce dont on peut s'assurer à la simple vue, en pressant 
avec une baguette la surface d’une eau tranquille. 

2 Tandis qu’une onde s’éloigne du centre du mouvement à des 
distances croissantes comme les carrés des temps, ses hauteurs dé- 
croissent dans le même rapport. Il suit de cette loi que chaque onde, 
en s’avançant, gagne en largeur ce qu’elle perd en hauteur; en sorte 
que le volume de fluide qu'elle renferme demeure constant. Il en 
résulte aussi qu'au bout d’un temps assez court elle s'étend et s’aplatit 
de manière à devenir insensible. Enfin on peut en conclure que, si, 
par la construction des diverses valeurs de l’ordonnée, on a dessiné la 
surface du fluide pour un instant déterminé, il suffira de changer l’é- 
chelle des hauteurs dans un certain rapport, et l'échelle des largeurs 
dans un rapport inverse, pour représenter la même surface dans un 
autre instant pris à volonté. 

3° La hauteur de chaque onde, ainsi que sa vitesse, est indépen- 
dante de la courbure de la surface qui termine la portion de liquide 
soulevée ou déprimée à l’origine du mouvement. Mais elle dépend du 
volume que renferme la portion dont il s’agit, et croit proportionnelle- 
ment à ce même volume. Ainsi, pour des volumes égaux, quoique 
différents de forme, la hauteur de chaque onde restera la même. Mais, 
si le volume vient à varier, la hauteur variera dans le même rapport. 
Cette loi étant indépendante des signes des quantités que l’on consi- 
dère, il en résulte que, si, à l’origine du mouvement, le fluide se trouve 
déprimé, au lieu d’être soulevé, les ondes se formeront en relief là où 
elles se formaient en creux, et réciproquement. Enfin, si dans le pre- 
mier instant deux portions de liquide très-voisines se trouvaient l’une 
soulevée, l’autre déprimée, il suffirait d’avoir égard à la différence de 
leurs volumes; et par conséquent le mouvement deviendrait insensible, 
si ces deux volumes étaient égaux. Au reste, on doit remarquer que, 
les trois dimensions du fluide étant réduites à deux seulement, les 


ven 
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volumes dont il s’agit ici se trouvent représentés par des surfaces qui 
doivent être mesurées dans le plan vertical des x et y. 

4° A distances égales de part et d’autre du centre de mouvement, 
les hauteurs et les vitesses des ondes sont constamment égales entre 
elles. 

Les lois que nous venons de décrire sont uniquement déduites de la 
seconde des équations (10) jointe à l'équation (13), qui en est une suite 
nécessaire. Nous ne nous arrêterons pas à examiner en détail celles 
que fournissent les autres équations. Nous observerons seulement que 
les vitesses U et V, ainsi que l’impulsion Q, considérées comme fonc- 
tions de # et de £, s’'évanouissent pour de très-grandes valeurs du temps; 
ce qui veut dire seulement que les différentes molécules de fluide, qui 
font successivement partie d’une même onde, ont des vitesses d'autant 
plus petites qu’elles sont plus éloignées du centre de mouvement. 


6. Pour fixer à chaque instant d’une manière précise la forme de la 
surface fluide, il suffit de calculer la valeur de y que fournit la seconde 
des équations (11), et par suite de développer la fonction de # repré- 
sentée par K. Lorsque la valeur de Æ n’est pas très-considérable, celle 
de K peut être facilement déterminée [voir la Note HI (!)] par le moyen 
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Lorsque la valeur de Æ sera très-grande, on se servira de la formule 


UE 


r> .,! F 1 
(16) KR (singh + cost) — f e-(2%u) cosy du 
, 0 
(voir la Note IT), dans laquelle on pourra, sans erreur sensible, négli- 


(1) Voir aussi la Note XVII. 
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ger le terme 
[ er(2Au* cosu du. 
0 


En effet, ce terme, abstraction faite du signe, est évidemment plus 


æ , I 
e-2Ap) 4 ne | 
1. 1 F le 


et, par suite, l'omission de ce même terme dans la valeur de y ne pro- 


petit que l'intégrale 


duira jamais une erreur égale à 
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quantité très-petite lorsque la valeur de Æ devient très-considérable. 
Si l’on substitue la valeur de K, donnée par la formule (15), dans 
l'équation (13), celle-ci, divisée par 24, deviendra 
4k?2 (4k2}2 (4k2)3 


(19) I — + — HSE 


3.60. _7.8.9.10. , 9.160611. 14:43:14 





La plus petite valeur positive de Æ, qui satisfasse à cette équation, est 


Ki == 0m. 
La seconde est 


h 


D De M PNR Re Sd des sec 


De plus, si l’on donne à G des valeurs positives, la valeur de y sera un 
maximum positif dans le premier cas, un maximum négatif dans le 
second. Par suite, les différentes ondes se trouveront formées, la pre- 
mière en relief, la seconde en creux, la troisième en relief, etc., leurs 
vitesses respectives étant de plus en plus petites; et les forces accélé- 
ratrices capables de produire ces mêmes vitesses seront à la force accé- 
lératrice de la pesanteur dans le rapport des nombres suivants : 


(18) 


/ 
| Pour la première onde... - — 0,32996.: ; 
proue la seconde onde... E — 0,130... 


RL OU WOULD QUE de er RES DURE Le AT ES 6e 
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Si l’on voulait déduire de l'équation (17) la valeur de #,, le calcul 
deviendrait très-pénible. Mais on peut obtenir cette valeur et celles 
de #,, #,, ... avec une approximation suffisante, ainsi qu’il suit. 

Si dans l'équation (13) on substitue la valeur de K donnée par l’é- 
quation (16), après avoir mis, pour plus de commodité, l'intégrale 


+ e (2 pu)? cos v. du. 
0 


sous la forme suivante, 


I . NE 7 
. —(24)? cos L 
F .) e 2} cos T du, 


l'équation (13) deviendra 


x°k: 
4 





(g}:. 0 (k + 3) cos$k — (k —3)sinsk éd e-@u) sin Ë nd 
| \ Je ré 
0 


k 
Le dernier terme de cette nouvelle équation est, abstraction faite du 


signe, évidemment plus petit que 
O 


1 : de 
LR (2 à es 
k? J ee ke 


Il deviendra donc insensible, pour peu que la valeur de # soit considé- 
rable. Dans cette hypothèse, l'équation (19) se trouvera réduite à 


(k+3)costk —(k —3)sinsk — 0; 


d’où l’on conclut 


dc 


ke 





(20) tangsk — 3° 
k 


1 — 


Cette dernière équation, résolue par rapport à #, a une infinité de 
racines positives réelles; et; si on les range par ordre de grandeur, les 


valeurs correspondantes de + - formeront une progression décroissante, 


ainsi qu’il suit : 


LI I Li 
(ar) 7 = 09322... Pt LV ESS 7 = 0»069..., 7 = 0,048..., 
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_ On doit remarquer que les deux premières coïncident, quant aux 
. . . . . I 1 

deux premiers chiffres significatifs, avec les valeurs de Fr € de F. 

1 2 


déterminées par les équations (18). La même coïncidence devant avoir 


. . . LI PR : , . 
lieu a fortiori entre les autres valeurs de x tirées des équations (21) et 


I 


Es I 
les quantités 7. On pourra conclure des formules (21) 


ke ki 
; 6 à 0,048 
7- — 0,0 OS TT ENS U ss 
k3 9 ki is 
+ A . I I [l 
En calculant de la même manière les valeurs de —; —, :... =, et 


: , 
ks ke k 10 


ue Re ; I I I I 
réunissant les valeurs ainsi obtenues à celles de TR r'onre- 
1 2 8 1 


connaïtra que les vitesses des dix premières ondes peuvent être censées 
produites par des forces accélératrices qui seraient à celle de la pesan- 
teur dans le rapport des nombres suivants : 








! pour la premiére onde... 0,32536... 
pour la seconde. ....... 0,120... 
pour la troisième . ...... 0,069... 
pour la quatrième....... 0,048... 
pour la cinquième ...... 0,037. 

ie pour la sixième. ........ 0:080::: 

pour la septième........ 0,025. 
pour la huitième. ....... 0,022.. 
pour la neuvième....... 0,019... 

| pour la dixième.....:... 0,017... 


On peut remarquer que les six derniers nombres sont immédiatement 
donnés par la formule 


(n—3)r" 


I — 

= 

lorsqu'on y fait successivement nr —5, n—6, n—7, n—8, n—9, 

n— 10. Il est naturel de penser que cette même formule doit s'étendre 
OEuvres de C.— S.I, t.1. 12 
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. I bi Yà ’ 
aux valeurs suivantes de ;; en sorte qu’en désignant par » le numéro 
: 


d’une onde on ait à très-peu près, pour des valeurs considérables de n, 


(23) k=—{2n—i)r—={n—:1)2r + 
C'est ce qu'il est aisé de prouver directement. Car, pour de grandes © 
valeurs de #, le second membre de l'équation (20) se réduit sensible- 


ment à l’unité. On a donc alors 


(24) tangik —:1, 


\ 


et par suite 


n— 1 étant un nombre entier quelconque; ce qui s'accorde avec l’é- 
quation (23). 

Les valeurs de #,, #,, ... étant calculées, il sera facile d’obtenir, 
pour chaque onde, la valeur de y en fonction du temps seulement. 
Ainsi, par exemple, en supposant successivement £—#,, £—#,, on 
trouvera pour les ordonnées des deux premières ondes 








| y — 1,37913 La 
LE | 3 gt° 
(25) 
[r=—s ee 
2 8t° 


7. Si, dans la seconde des équations (11), on substitue pour # sa 
valeur, on aura 
& K. 


TL 





(26) D 


Si dans cette dernière équation on suppose æ constante, et que l'on 
fasse croître la valeur de £, celle de K devant alors croître indéfiniment 
en vertu de la formule (16), il semble, au premier abord, que la valeur 
de y finira par devenir plus grande que toute quantité donnée, ce qui 
serait absurde. Pour expliquer ce paradoxe, il suffit d'observer que 
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l'équation (26) ne donnera la valeur de y avec quelque exactitude que 
dans le cas où cette même équation pourra remplacer sans erreur sen- 
Sible la formule (58) (HI° Partie). D'ailleurs, si dans cette dernière for- 





1. . 
mule on change y en * elle deviendra 
TX — T 


L Le dote à. -cosu F{x ed 


TR 


— 
W 

s] 

mé 


wi 


12 





De plus, lorsque la quantité 387 


— est très-considérable, l'équa- 


tion (16) donne à très-peu près 


CR 
re ip | 


Fe en SU TEE in 80 | cos £t 
[! cos #8 cos du =K = - (sin £E + cos Ê). 








1 
2 


FR: 
gt. æ | a en 
Dans la même hypothèse, toutes les fois que & a une valeur très-petite 


. $ Let? 
relativement à æ, : 





est encore une quantité fort grande; et par 


suite on a aussi 





Cela posé, l'équation (27) se réduit à 


Es 
2 


fe à 1 gt à ge? "gt? di 
(28) 7 = - [sin COR — [rte Li pes 


pee za 
2° nr (æ—&) Le us œ 











El 


Si maintenant on suppose que F(s) n’ait de valeur sensible que pour 
de très-petites valeurs de &, on pourra, dans-un grand nombre de cas, 
remplacer æ — © par +; et par suite l'équation (28) deviendra 


(29) = # (sin£e + cost) == Re 


ce qui s'accorde avec l’équation (26). Mais on voit en même temps que 
l'équation (26) devra être uniquement employée dans les cas où il sera 


12. 
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permis de substituer æ au lieu de æ—#x. Les conditions nécessaires 
pour que cette substitution puisse avoir lieu sans erreur sensible sont : 
1° Que la valeur de æ soit très-considérable relativement à celle 
de 5: 
2° Que les deux quantités 


gt ot? 
T 


Fax) 4x 
. : . . e 
qui, dans les équations (28) et (29), se trouvent comprises sous les 
signes sinus et cosinus, soient très-peu différentes l’une de l’autre. 
La différence de ces deux quantités étant 
glow 
PET TS PSS TAN 
4x(x — ©) 
et par conséquent, lorsque æ est beaucoup plus grand que 5, à peu 
près égale à 


si l’on désigne par w’ la plus grande valeur absolue de 5, abstraction 
faite du signe, pour laquelle F(x) ne soit pas nulle, et par 2 la plus 


, . . s ko ° r ’ 
grande valeur qu’on puisse laisser à — relativement au degré d’ap- 
C Ce 04 


“ 


proximation que l’on se propose d'obtenir, on devra toujours supposer, 


dans l'équation (26), 
k 


(30) ape 
FL ‘$ TD 


D'ailleurs, il est facile de prouver, à l’aide des formules (15) et (16) 
(voir la Note V), que le rapport = est toujours inférieur à l’unité. Par 


suite, la valeur de y donnée par l'équation (26) ne pourra être em- 
ployée que dans le cas où elle ne surpassera pas 


Ga. 


/ 
ét TO 


Dans le calcul qu’on vient de faire, « est la mesure de l’approxima- 
tion qu’on veut obtenir, — æ’ et +’ sont les limites hors desquelles 
la fonction F(5) s'évanouit, ou du moins des quantités entre lesquelles 


= 
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ces mêmes limites se trouvent comprises, et G représente la section 
de fluide soulevée ou déprimée dans le premier instant. Cela posé, si 
l’on désigne par 2 la hauteur moyenne du fluide dans cette section, on 


aura évidemment 








G 
= OÙ << A; 
2 
et par suite 
se Où: <C 2 ah 
TT T 
On pourra donc prendre 
2 
(32) : ah 


pour la limite des valeurs de y que peut déterminer l'équation (26); et 
l’on voit que cette limite est proportionnelle, d’une part, à la hauteur 
moyenne du volume de fluide déplacé dans le premier instant, de l’autre, 
au degré d’approximation que l’on se propose d'obtenir. Cette dernière 
conséquence était facile à prévoir, car nos formules sont d'autant plus 
approchées, que les ondes que l’on considère sont plus éloignées du 
centre de mouvement; et nous avons montré qu’en s’éloignant de ce 
centre elles diminuaient de hauteur. 

La distance à laquelle il faut s'éloigner du centre de mouvement, 
pour qu’on puisse, avec le degré d’approximation mesuré par #, substi- 
tuer l'équation (26) à l'équation (27), varie avec le temps. Pour déter- 
miner cette distance en fonction du temps, il suffit de remplacer, dans 


la formule (30), # par ie”. On trouve alors 


(33) e> (7) 


KE 


La distance cherchée est donc égale à (TS & | t, et par suite proportion- 
2 


nelle au temps. Ainsi, pour obtenir avec le même degré d’approxima- 
tion les sinus et cosinus qui entrent dans la valeur générale de y, il 
faudra, au bout d’un temps double, s'éloigner à une distance double; 
au bout d’un temps triple, à une distance triple; ete. 
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Lea at évite à GK 
Si l’on multiplie les deux membres de l'inégalité (30) par fe On 


trouvera, en ayant égard à l’équation (26), 


Go K 


rw k 


(34) re 
D'ailleurs, en vertu de l'équation (16), la fraction - s'évanouit, lorsqu'on 
donne à #de très-grandes valeurs, puisqu'elle est alors de l’ordre de —: 


k£? 
I en sera donc de même de la valeur de v. 

Cela posé, il est facile de voir que, si la condition (30) se trouve rem- 
plie, la valeur de y, déterminée par l'équation (26), s’évanouira néces- 
sairement pour des valeurs infinies de #. En effet, dans cette hypothèse, 
la valeur de +, devant satisfaire à la condition (33), est nécessairement 
comparable à celle de z, et ne peut être qu’un infini du même ordre, ou 


1 D 
28l 


d’un ordre supérieur. Dans le premier cas, la valeur de #4 — étant 





comparable à celle de #, et par suite infinie, celle de y s’évanouira, 


, “ . , . k 
d’après ce qu’on vient de démontrer. Dans le second cas, la fraction = 


s’évanouira; et, comme on a toujours K<<&4, il en sera de même de la 


fraction 3 et de la valeur de y. 


L'examen détaillé des valeurs de U et de V conduirait à des conclu- 
sions analogues. Ainsi, par exemple, il est facile de prouver, en suppo- 
sant toutefois remplie la condition (30), que, pour des valeurs infinies 
et comparables de x et de £, les deux vitesses U et V s’évanouissent. En 
effet, dans cette hypothèse, la valeur de # est elle-même comparable à x 
1 


> 


et à 4; et celle de K, en vertu de l’équation (16), est de l’ordre de #°. 
Par suite, la valeur de U tirée des équations (rr) sera de l’ordre de 


K?+# 
nee | 


'Ad 


ou, ce qui revient au même, de l’ordre de 


ile! 


DER 
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et la valeur de V sera de l’ordre de 


pt+ 





2 


ou, ce qui revient au même, de l’ordre de 


12/00 


en sorte que ces deux valeurs seront infiniment petites. 

Je ne pousserai pas plus loin cette discussion. Seulement, pour ter- 
miner ce que j'avais à dire au sujet des approximations, je ferai observer 
que, dans le cas même où le niveau du fluide aurait été. primitivement 
altéré sur une étendue de surface assez considérable autour de l’origine 
des coordonnées, on trouverait toujours des portions de surface aux- 
quelles l’équation (26) serait applicable. Il suffirait pour cela de s’éloi- 
gner de l’origine à des distances assez fortes, pour que la quantité 


# 
(x —w) 


| 





= 


fût tres-peu différente de . o’ étant la plus grande distance comptée 
à partir de l’origine, et abstraction faite du signe, à laquelle l’altération 
du niveau fût sensible dans le premier instant, et la valeur de x étant 
d’ailleurs très-considérable relativement à celle de x’. 


8. Si l’on voulait comparer l’état du fluide, au bout du temps 4, avec 
l’état initial, il suffirait, conformément au n° 9 de la Section HI (II Par- 
tie), de remplacer dans les valeurs des inconnues p.49, ü,°v}... les 
coordonnées variables x, y par les coordonnées initiales a et b. Cette 
substitution étant effectuée, les valeurs de x et de y en a, b, t seraient 


déterminées par les équations 


(35) a+ [ude r=b+ fear, 


dans lesquelles on doit prendre les intégrales depuis : — o. Comme les 
valeurs de w et de #, déterminées par les formules que nous avons fait 
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connaitre, sont alternativement positives et négatives, et toujours peu 


fra, fa 


seront elles-mêmes fort petites, et par suite les diverses molécules de 
fluide feront seulement de petites oscillations autour de leurs positions 


considérables, les quantités 


primitives. 


9. Je passe maintenant à la seconde des deux hypothèses que l’on 
peut faire sur la manière dont le fluide a été mis en mouvement; et je 
suppose que, sa surface ayant été dans le premier instant parfaitement 
de niveau, le mouvement initial ait été produit par l’action de forces 
impulsives très-petites, appliquées aux points de cette surface très- 
voisins de l’origine des coordonnées. Dans cette hypothèse, les molécules 
fluides acquerront, dès le premier instant, des vitesses sensibles, dont 
nous avons déterminé la valeur, en parlant de l’état initial. Dé plus, il 
suffira, pour fixer au bout du temps £ l’état du fluide et celui de sa sur- 
face, de remplacer les équations (4) et (5) du n° # par les deux sui- 
vantes 

ni 
| = ef cosu*g"{cosux ebr dy, 
(36) ; 
M RE 2 
| o=7 / cosu” gt cosux du, 
VUS 


en laissant d’ailleurs subsister entre les diverses inconnues les relations 
établies par les formules (6) et (7). La constante H, que renferment les 
deux équations (36), exprime, comme on l’a déjà remarqué, la somme 
des produits qu’on obtient en multipliant chaque élément de la surface 
fluide par l'impulsion qu’il a reçue dans le premier instant, cette im- 
pulsion étant rapportée à l’unité de surface. H est donc la somme des 
impulsions que supportent les divers éléments, chacun à raison de son 
étendue. C’est pourquoi nous désignerons désormais cette constante 
sous le nom d’impulsion totale. 

En comparant les équations (36) avec les équations (4) et (5), on 
reconnaitra facilement que la plupart des lois relatives à la première 
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hypothèse s'appliquent à la seconde, soit immédiatement, soit avec de 
légères modifications. Ainsi, par exemple, dans la seconde hypothèse, 
comme dans la première, le mouvement est symétrique de part et 
d'autre de l'axe des y. Dans les deux cas, l'impulsion et les vitesses 
s’évanouissent à de très-grandes profondeurs; tandis que la pression 
croit indéfiniment, et finit par être sensiblement égale à celle qui aurait 
lieu, si le fluide était en repos. Dans le second cas en particulier, l’im- 
pulsion et les vitesses restent constamment proportionnelles à l'impul- 
sion totale supportée par la surface dans le premier instant. Enfin les 
vitesses sont en raison inverse de la densité, tandis que la pression et 
l'impulsion en sont indépendantes. 


Si, après avoir substitué la valeur de Q dans les équations (3), on 


remplace y, dans les valeurs de Q, y, U, V, par a et que l’on fasse 


toujours, comme dans le n° 5 





1 o12 # 
Le ve de, cos(2ku)" cosu du —K, 
| Q— à COS pr 2 ços du, 


rgeti J, 2k 


e0 H ON PORTE 
LA srl sinu” COST 44 dy, 


H—= TT d: cos? sin + pd, 





Me LS Pi er 2 Et md 
| h cos COST vd, 


ou, ce qui revient au même, 


2H 

‘rgt 

__ 4HX? dK 

_ rg'é dk? 

{ U 4AHZ4% dK 
#0 dk ? 


LT Eat 
"Ti S HE" d( %) 
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Q— 





L 
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_ Ces dernières formules ont une grande analogie avec les équations (ro) 
et(rr). On peut même remarquer que la valeur de y déduite des équa- 
tions (ro) ou (r1), et la valeur de Q donnée par les équations (38) 
ou (39), sont parfaitement semblables, et ne diffèrent que par la valeur 
des constantes G et H. 


10. Pour déterminer la position des ondes à la surface du fluide, il 
faut, dans la seconde des équations (39), considérer £ comme constant, 
et chercher les valeurs de æ qui rendent y un maximum, abstraction 
faite du signe. Ces valeurs se trouvent déterminées par l'équation 


(4o) ANT 0, 


set? Re 
FN à Il est aisé d’en 


dont le premier membre est une fonction de #4 — 


conclure que dans la seconde hypothèse, comme dans la première, le 
mouvement des ondes est uniformément accéléré. Du reste, en exami- 
nant avec quelque attention les équations (38) et (40), on reconnaitra 
facilement que ce mouvement est assujetti aux lois que je vais décrire : 

1° La vitesse de chaque onde est indépendante des impulsions primi- 
tivement appliquées à la surface du fluide, et cette vitesse est propor- 
tionnelle au temps. 

2° Les hauteurs des ondes sont réciproquement proportionnelles, non 
plus aux carrés des temps, comme dans la première hypothèse, mais 
aux cubes des temps; elles diminuent donc plus rapidement dans le cas 
que nous considérons 1c1. 

3° Si l’on fait varier l'impulsion totale primitivement appliquée à la 
surface du fluide, la hauteur des ondes variera dans le même rapport. 

4° A égales distances de part et d’autre du centre du mouvement, les 
bauteurs et les vitesses des ondes seront constamment égales entre elles. 

5° Les vitesses des différentes molécules fluides qui font successi- 
vement partie d’une même onde sont réciproquement proportionnelles 
aux quatrièmes puissances des temps. 

Etc. 
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Pour fixer d’une manière précise la hauteur des ondes à chaque 
instant et leur vitesse, il suffira de développer la valeur de y donnée 
par la seconde des équations (39), et de résoudre l'équation (40). On 


; : J à dK 
obtiendra facilement la valeur de y, si l’on connait celle de - 


D'ailleurs, on déduit immédiatement des équations (15) et (16) les 
deux formules suivantes 








nr APP me 
dk — 4.5 CDS gidirrtaus 

A Là 

EP ms ee | | SE , A ! 
au = alsinsk + cosik + k(cosik—sinsk)]+——, | e-CAH cosu u” dy, 
| 4k° (2k)°%0 


dont la première pourra être employée quand la valeur de # sera peu 
considérable, et la seconde dans le cas contraire. Dans ce dernier cas, 
on pourra, sans erreur sensible, négliger le terme 


e 1 41 
+ e-@Ab cosy u? du, 
(EAT TS 


qui, abstraction faite du signe, est évidemment plus petit que 


“ La « ® w dK Ld La 
Quant à l'équation (40), si l’on y substitue la valeur de x urée de la 
première des formules (41), et qu’on divise ensuite le premier membre 


de cette même équation par #, elle deviendra 








| (4k2) (4r2} (4k2)s 
(42) Pa SU 7.8.9  9.10.11.12.13 [TEE 


Si l’on désigne par 
ki, k2, k3, es 


les racines de cette dernière équation, rangées par ordre de grandeur, 
on trouvera pour la première racine 


0933. . 
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Cela posé, la force accélératrice, qui pourrait être censée produire la 
vitesse de la première onde, sera à la force accélératrice de la pesan- 
teur dans un rapport égal à 
(43) p- = 0,59763..… 
1 
Si l’on veut considérer des ondes qui soient relatives à des valeurs 


un peu considérables de #, on pourra, au lieu de l’équation (42), em- 
ployer la suivante 


(44) taighke — Are, 
DRE ue 
: À : . dk 
qu'on obtient en substituant dans l'équation (40) la valeur de JE 


tirée de la seconde équation (41), et négligeant le terme qui renferme 
l'intégrale définie. Pour de très-grandes valeurs de #, la formule (44) 
se réduira sensiblement à 

tangsk = — 1; 


et l’on aura par suite 


(45) k—o(n—1)r +327, 


ñ étant le numéro d’une onde prise à volonté. 

Je ne m'étendrai pas davantage sur les diverses circonstances du 
mouvement des ondes, considéré dans la seconde hypothèse. J’obser- 
verai seulement qu’en raisonnant comme dans la première, on déter- 
minerait facilement les limites entre lesquelles les équations (38) 
et (39) peuvent être considérées comme suffisamment exactes. Quant 
aux valeurs de x et de y en a, b, t, elles se trouveraient toujours dé- 
terminées par le moyen des équations (35). 


SUR LA THÉORIE DES ONDES. 101 


SECTION DEUXIÈME. 


DU CAS OU L’ON CONSIDÈRE À LA FOIS LES TROIS DIMENSIONS DU FLUIDE. 


4. Nous ferons, pour le cas de trois dimensions, les mêmes hypo- 
thèses que pour le cas de deux seulement, et nous obtiendrons alors 
des résultats analogues. Ainsi nous supposerons toujours que, dans le 
premier instant, le niveau de la surface du fluide a subi de petites 
altérations, mais seulement près de l’origine des coordonnées, et que 
la portion de surface adjacente à cette origine a de plus été sollicitée 
au mouvement par l’action de forces impulsives peu considérables. 
Nous prendrons, à l'ordinaire, pour plan des x et z, celui qui terminait 
primitivement les portions de la surface dont le niveau n’avait point 
été altéré, et nous trouverons alors les résultats suivants. 

2. L'impulsion et les vitesses initiales, dans toute l’étendue de la 
masse fluide, dépendront uniquement des impulsions appliquées à la 
surface, et nullement de la forme primitive de cette surface. Cette 
impulsion et ces vitesses, pour des points situés à une distance sen- 
sible de l’origine des coordonnées, seront déterminées par les équations 








| H (—6) 
PT ANSE À 
(a+ b2+c?) 
H 3 al — b) 
Ugo — DRE TE DAT TA 720 
27 (a?+ b2+ c2)° 
(46) | 
H a+c?— 2b? 
vo — LR ro à 
27H (a+ b?2+ c?)° 
Ken 
Wo—= ——% +9 
2TÙ E 


| (a?+ b?+ c?) 


dans lesquelles a, db, c représentent les coordonnées d’un point quel- 
conque, à la densité du fluide, et H la somme des impulsions que 
supportaient dans le premier instant les divers éléments de surface, 
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chacun à raison de son étendue. Je désignerai dorénavant la constante H 
sous le nom d’impulsion totale. Cette impulsion totale équivaut à une 
certaine quantité de mouvement, et, par suite, elle doit être le produit 
d’une vitesse par un volume et par une densité. On conelut facilement 
de cette remarque l’homogénéité des équations (46). On voit aussi, à 
la seule inspection de ces mêmes équations, que, dans le cas où les 
coordonnées a, b, c conservent constamment entre elles les mêmes 
rapports, c’est-à-dire, lorsqu'on compare entre elles les molécules 
situées sur une même droite passant par l’origine des coordonnées, les 
vitesses sont réciproquement proportionnelles aux cubes des distances 
à cette origine; en sorte qu’à une grande distance elles deviennent 
insensibles. 

Les valeurs de l'impulsion g, et de la vitesse verticale +,, considé- 
rées comme fonctions de a, b, ce, dépendent uniquement de l’ordon- 


1 


née b du point que l’on considère, et de sa distance (a? + c?)* à l’axe 
des y. La valeur de #, étant positive toutes les fois que l’on suppose 


(a+ cr (— 6) VA, 

et négative dans le cas contraire, il en résulte que, si l’on imagine un 
cône droit vertical dont le sommet soit à l’origine des coordonnées, et 
dans lequel le rayon de la base soit à la hauteur comme la diagonale 
au côté du carré, toutes les molécules situées au dedans du cône com- 
menceront par descendre, et les autres par monter. Celles qui seront 
comprises dans la surface du cône auront seulement des vitesses hori- 
zontales. 

La vitesse de chaque molécule, mesurée dans sa propre direction, 
sera évidemment 


1 
H [(a+ce}2+5b{(a+ce?)+A4bT 


(72 2 2 2\ 
(l US + Vi + w 
(47) ( 0 0 0) ar 





alor 


(a+ b?+ c?) 


Cette vitesse dépend donc encore uniquement de l’ordonnée b et de la 


1 
distance (a*+ c?}? à l'axe des y. Enfin,. comme, en vertu des équa- 
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tions (46), on a 





(48) ILE, 


la résultante des vitesses horizontales w, et æ, passe nécessairement par 
l'axe des y. Il suit de ces diverses observations que, durant le premier 
instant, chaque molécule de fluide se meut uniquement dans le plan 
vertical qui passe par cette molécule et par l’axe des y, et que le mou- 
vement est le même dans tous les plans verticaux menés par l'axe 
dont il s’agit. Dans chacun de ces plans, les molécules s’éloignent du 
même axe avec une vitesse horizontale représentée par 


1 
: at  H 3(a+c)(—0b 
(49) CEE 





27 fus bre cf 

3. Si, du mouvement initial, on veut passer à celui qui subsiste 
au bout du temps #, on sera obligé d’avoir égard, non-seulement à 
l’action des forces impulsives primitivement appliquées à la surface du 
fluide, mais encore à l’altération de son niveau dans le premier instant. 
Au reste, comme, en supposant ces deux causes de mouvement réunies, 
on obtient, pour les valeurs des diverses inconnues du problème, les 
sommes des valeurs qui seraient dues à ces mêmes causes prises sépa- 
rément, il en résulte qu’on peut se borner à considérer successivement 
chacune des deux causes dont 1l s’agit. 


4. Supposons d’abord le mouvement du fltide produit par une petite 
altération de niveau dans les points de sa surface situés tout près de 
l’origine des coordonnées. Les vitesses seront nulles dans le premier 
instant. Mais, le temps venant à croitre, elles deviendront bientôt sen- 
sibles, et pourront être considérées (voër II° Partie, Section 1) comme 
produites à chaque instant par l’action de forces impulsives appliquées 
à la surface. L'impulsion, qui, dans cette hypothèse, aurait lieu en 
chaque point de la masse fluide, peut être déterminée en fonction des 


10% MÉMOIRE 


coordonnées variables +, y, 3 et de £ par l'équation 





1 
2 à REA 2 2 n 
(50) ce. sin(uv)" à ginv cos LE UE nine dr 
27° £ 4 : 
(y) 


dans laquelle g désigne la force accélératrice de la pesanteur, à la den- 
sité du fluide, et G le volume de fluide soulevé ou déprimé par suite de 
l’altération primitive du niveau dans une portion de la surface adja- 
cente à l’origine des coordonnées. On doit observer que la constante G 
sera positive, si elle représente un volume de fluide soulevé, et néga- 
tive dans le cas contraire. 

Pour obtenir la valeur Q de q relative à la surface, il faudra, dans 
l'équation (bo), négliger la valeur de y, et l’on aura par suite 


1 
2 EL 2 CE 
(51) QE [ fsn() ge sinv cos Le Le Fa 
(uv) 





Enfin les valeurs respectives des vitesses w, », æ et de la pression p, 
l’ordonnée y de la surface, et Les vitesses de ses différents points, seront 
déterminées en fonction de g et de Q par les équations 





1 0q 
u Mt Er: Pr 
1 0q 
” VIS rs 
(52) Ô 0 
so 
0 OZ 
0 
p=5 er, 
ELA 2: 
“ gd dt” 
: 1 0Q 
Re Frs 
(53) { 
Vi ue 
D ot? ? 
We: 20 
Ô Z 
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L'inspection des équations qui précèdent suffit pour montrer que les 
lois relatives au cas où l’on considère deux dimensions dans le fluide 
subsistent aussi dans le cas où l’on considère les trois dimensions à la 
fois. Ainsi, par exemple, l'impulsion et les vitesses sont constamment 
proportionnelles au volume d’eau soulevé. De plus, elles s’évanouissent 
à de grandes profondeurs, c’est-à-dire, pour des valeurs infinies néga- 
tives de la variable y; tandis que la pression p croit indéfiniment avec 
la profondeur, et finit par obtenir la même valeur que si le fluide était 
en repos. 

En examinant de quelle manière les coordonnées +, y, + entrent 
dans les valeurs des impulsions g et Q, on reconnait facilement que ces 
impulsions dépendent uniquement des deux quantités 


re(r'+31F, 


KL 


c'est-à-dire, de l’ordonnée verticale du point que l’on considère, et de 
la distance de ce même point à l’âxe des y. Par suite, les vitesses verti- 
cales 6, V, la pression p, et l’ordonnée y de la surface, dépendent uni- 
quement des deux quantités dont il s’agit. De plus, si l’on désigne 


par g'et Q' les dérivées respectives de g et de Q considérées comme 
1 
fonctions de (x°+ =°}°, les équations (52) et (53) donneront 

















I TX , œ 
res û pers € 
à (x? + 3?) 
(54) 
I 7 LA 
WW = — 5 rq>» 
| (e+ 32) 
I x 
US ne -Q, 
Ô PT 2\2 
Cds EU © ) 
(55) 
s I z 6 
Lw= 5 A 
(æ? + 32)° 
On conclut des équations (54) 
(56) a He: fe u a 
(9 u= vi = — — = = —! 
de tés 31? 3 


_ 
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d'où 1} suit : 1° que la résultante des vitesses horizontales w et 6 est 
1 


simplement fonction de y et de (x? + 3°}; 9° que cette résultante passe 
par l'axe des y. Les équations (55) fourniraient des conclusions ana- 
logues. On peut donc affirmer que, pour toutes les molécules situées, 
soit dans l’intérieur du fluide, soit à sa surface, le mouvement a lieu 
dans des plans verticaux passant par l’axe des y, et qu’il est symétrique 
autour de cet axe, c’est-à-dire, absolument le même pour les points 
situés de la même manière dans les plans verticaux dont il s’agit. 
Ainsi, quel que soit le mouvement des ondes, nous savons déjà qu'il 
doit être circulaire. L'expérience confirme ce résultat. 


5. Puisque le mouvement des ondes reste le même dans tous les 
plans verticaux menés par l'axe des y, il en résulte que, pour déter- 
miner les lois de ce mouvement, il suffira de considérer les molécules 
situées dans le plan vertical des æ et y. Pour toutes ces molécules, on 


\ 


aura z — 0; ce qui réduit l'équation (51) à 





Si s 


Ve Ge” ? I sin(u») À ‘£siny cos né 
(uv) 


Dans le même cas, la vitesse W étant nulle, 1l sera inutile d’avoir 
égard à la quatrième des équations (53). Mais les trois autres détermi- 
neront à chaque instant l’ordonnée de la surface, ainsi que les vitesses 
horizontales et verticales des molécules qui en font partie. 


Ag 








Si, dans l'équation (57), on change 





les limites de l'intégrale, et que lon fasse pour abréger 


L? 
sé. à 4 


celte équation deviendra 


ie 


4G lé 
T2 gts 








. 4 , 
Q — ef “e sin2{uy)'"#k* siny cosu 2e A 
0 


co 
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Comme rien n'empêche d'échanger entre elles, dans cette dernière 
équation, les variables et v, on peut y remplacer sinv cosu par 
Sin COSv, OU même par 


sin y COS LU. + Sin z COS y Sos . 
— 5 SIN {U + y}. 





2 


Par suite, on peut mettre la valeur de Q sous la forme suivante : 





3 
a Gi dde SC aid: du.dy 
(59) L' Éctese perr | sin2(uy)"k* sin(u + y) —. 
d / 2 © s 
BE ve (uv) 


En substituant cette valeur dans la première des équations (53), on 


trouvera 

FA Gz? res 7 Lattes 

(60) y = SRE cos2(uy)"k* sin(u + y) du dy, 
ù Là V9 0 


. Le] e- LA * 
et, si l’on fait pour abréger 


Mr an CR 
(61) E — | J cos2{uvy)'k* sin(u + y) du dy, 
on aura 
4G 
(Ga) on 
Tr? gt 


6. Si maintenant on veut fixer la position des ondes à la surface du 
fluide, il faudra, dans l'équation (62), considérer : comme constante, 
et chercher les valeurs de + qui rendent y un maximum, abstraction 
faite du signe. Ces valeurs de x seront évidemment déterminées par 
l'équation . 

| d(kE) 


dx 


, 


ou, ce qui revient au même, par la suivante, 


: dik?E) 
6 : ti 2 À LPS 
(ea dk ï 


_— 
. 
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Le premier membre de cette dernière équation étant uniquement fone- 
tion de 
ee 


NE. à 


st 
æ 


D | = 


il en résulte que, dans le cas de trois dimensions, comme dans celui de 
deux, le mouvement des ondes est uniformément accéléré. On recon- 
naîtra d’ailleurs facilement, par la seule inspection des équations (62) 
t (63), que ce mouvement a lieu de la manière suivante. 

1° La vitesse de chaque onde (mesurée à son sommet) est indépen- 
dante du volume de fluide primitivement soulevé ou déprimé. Elle est 
proportionnelle au temps. Par suite, les largeurs des ondes sont propor- 
tionnelles aux carrés des temps; et les zones qui leur servent de base, 
aux quatrièmes puissances des temps. 

2° Les hauteurs des ondes sont en raison inverse des quatrièmes 
puissances des temps. En comparant cette loi avec la précédente, on en 
conclut que le volume de fluide, que chaque onde renferme, demeure 


constant. C’est ce qui avait également lieu dans le cas de deux dimen- 


sions. 
3° La hauteur des ondes est proportionnelle au volume de fluide 
primitivement soulevé ou déprimé, et change de signe avec ce volume. 


7. Pour fixer d’une manière précise, à chaque instant, la hauteur 
des ondes et leur vitesse, il suffira de développer la valeur de y donnée 
par l’équation (62), et de résoudre l’équation (63). On obtiendra facile- 
ment la valeur de y, si l’on connaît celle de E. D'ailleurs, si la valeur 
de # n’est pas très-considérable, on déterminera aisément celle de E par 


le moyen de l'équation suivante (vorr Note IV) : 














{sk _(r3) {ak}, (1.5.5 «fe 
1e 1'e,3 4836 033585 GA RN 
r li 100 00 100 





5 
h k2 a\:2 1-2 
1— 2,5 (Æ )+ 1,2400793 (ie | — 0,2529299 ( ) + 0102780 


‘Là Le Â 2\7 
| +0,00009 [LT )" — 0,000003 (ir) fers 
100 100 


ik? 
100 
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En comparant cette valeur de E avec la valeur de K déterminée par 
l'équation (15), on verra immédiatement que, pour obtenir la valeur 
de E, il suffit de multiplier, dans celle de K, la puissance x de # par 





,_(03.5.:.n) x  3.5:..n 
MR em 2 2.4...(n —:1) 
Par suite, si l’on fait 
: dikK) 
(65) ee = Uk} 


on aura, en vertu de la Note IV, 


ne) 


ou, ce qui revient au même, 





= 


(67) E=f Lx e0s0) cos5ds. 
0 


D'ailleurs, lorsqu'on donne à # des valeurs très-considérables, on a, 


en vertu de l'équation (16), 





(68) He AT A ER TL) 


On aura donc alors, en vertu de l'équation (67), 


wia 


AE 
Tr? k° k cos 9 k cos 9 


3 
— (k cos -— 3) sin cos* 0 dO. 











(69) E — 


v:0 


of Lu cos 9 + 3) cos 


Telles sont les diverses formules dont on peut se servir pour déve- 
lopper la valeur de y. Quant à l'équation (63), si l’on y substitue la 
valeur de E tirée de l'équation (64), on trouvera 


3  5(1.3} 44 LS. | 
1,2 152,3 4,6.0 .61,3,35430 6:71819.10 





(70) 
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La plus petite valeur de Æ que fournisse cette dernière équation est 
his 257392998845: 


Par suite, la force accélératrice, qui pourrait être censée produire la 
première onde, est à la force accélératrice de la pesanteur dans un 
rapport égal à 

L 
(71) -— —=0,3673044. 

k, 
La vitesse de la première onde est donc ici un peu plus grande que dans 
le cas de deux dimensions. 

Je ne pousserai pas plus loin ces calculs. J'observerai seulement 

qu'en faisant usage des équations (64) et (69), on parvient facilement à 


prouver que la valeur de E ne peut jamais surpasser 





Il est aisé d’en conclure que la valeur de y donnée par l'équation (62) 
restera toujours finie, tant qu'on ne franchira pas les limites hors des- 
quelles cette équation devient sensiblement inexacte, limites qui se 
trouvent déterminées, ainsi que dans le septième paragraphe de la Sec- 


tion précédente, par la condition 


D'2 
Er > (25) £. 


8. Si l’on voulait comparer l’état du fluide, au bout du temps £, 


Ke 





avec l’état initial, il suffirait de remplacer dans chaque formule les 
coordonnées variables æ, y, 3 par les coordonnées primitives a, b, c. 
Quant aux valeurs de æ, y, 3 en a, b, c, t, elles seraient déterminées 


par les équations 
(72) x = a + fau, r=b+ [var 3=C+ [war 


les intégrations étant faites depuis 1 — 0. 
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9. I ne nous reste plus qu’à déterminer les lois générales du mouve- 
ment relatives au cas de trois dimensions, dans l'hypothèse où, la sur- 
face du fluide étant parfaitement de niveau dans le premier instant, 
le mouvement aurait été produit par l’action de forces impulsives très- 
petites, appliquées à la portion de surface qui avoisine l’origine des 
coordonnées. Pour fixer, dans cette hypothèse, l’état du fluide au bout du 


temps 4, il faut substituer aux équations (50) et (51) les deux suivantes : 














LES 00 MONS De Do (a+ z}u 2. 

Fi CoS{uy) g'é DEN TS et er du dy, 
k | 2 dou 4 
(73) | A LA 1 1 
H { 2 ec 1 . (x? + z2\u 

D cos(uv)"g"{ siny cos ———# dy dy 

u 9 +2 \i o Î > 

\ Pr A0" 


en laissant subsister d’ailleurs, entre les diverses inconnues, les 
diverses relations établies par les formules (52) et (53). H désigne ici, 
comme dans les équations (46), ce que nous avons nommé l'émpulsion 
totale. ; 

En partant des équations (73), on obtiendra des résultats analogues 
à ceux que nous avons trouvés ci-dessus (n° #). Ainsi, par exemple, on 
reconnaîtra facilement que les vitesses et l’impulsion dans un instant 
quelconque sont proportionnelles à l’impulsion totale, qu’elles s'éva- 
nouissent à de grandes profondeurs, ete. De plus, il sera facile de 
prouver, comme on l’a fait dans un cas semblable (n°4), que les diverses 
molécules de fluide se meuvent dans des plans verticaux menés par 
l'axe des y, et que le mouvement est le même, dans tous ces plans, 
pour les molécules situées à la même distance de l'axe et de l’origine 
des coordonnées. Il suit de là que, dans le cas que nous examinons, 
le mouvement des ondes est encore circulaire, et que, pour en déter- 
miner les lois, il suffit de considérer les molécules fluides situées à la 
surface dans le plan vertical des + et y. On a, dans cette hypothèse, 
3 —0o; et, par une transformation semblable à celle que nous avons 


+ 


employée ci-dessus (n° 5), en réduit la seconde des équations (53) à 
q 79, 


4Hk2 
fal NE : 
(74) QE ae 
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E désignant à l'ordinaire la double intégrale 
LE 2 À EX 
ÿ [ cos2{uy)"k* sin(u + ») du dy. 
D #0 


On trouvera par suite, pour l’ordonnée de la surface, 


. __ 8H dE 
7 V— xgto dk 





On conclut facilement de cette dernière équation : r° que le mouve- 
ment des ondes est uniformément accéléré, en sorte que leur vitesse 
est proportionnelle au temps; 2° que la hauteur des ondes est en rai- 
son inverse de la cinquième puissance du temps, et décroit, en con- 
séquence, plus rapidement que dans toutes les autres hypothèses 
ci-dessus admises; 3° que cette même hauteur est proportionnelle à 
l’impulsion totale. 

Quant aux forces accélératrices qui pourraient être censées produire 
les vitesses respectives des ondes à leurs sommets, elles seront à la 
force accélératrice de la pesanteur comme l'unité aux racines de 


. dE 
d (3 mr) 


dk 


l'équation 


(76) 210, 
Si dans cette dernière on substitue pour E sa valeur tirée de l’équa- 
tion (64), on trouvera 


33 LE CRC Lo RE Se 
2.4 3.4:0 : 8.9 2.4.6.8 10.11.12.13 RH 








La plus petite valeur de # qui satisfasse à cette équation est 
K1 = 1,4927...; 


et par suite, la force accélératrice qui serait capable de produire la 
vitesse de la première onde, comparée à la force accélératrice de la 
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pesanteur, d pour mesure 


pr =:d, 6699: . 


Enfin, pour obtenir les valeurs des diverses inconnues en a, b, ce, 4, il 
suffira d'écrire dans toutes les formules les coordonnées initiales a, b, c, 
au lieu des coordonnées variables +, y, 3; et ces dernières coordonnées 
se trouveront elles-mêmes déterminées en @, b, 6, t, par le moyen des 


équations (72). 


ST 
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RATE 














NOTE L 


La démonstration de l’équation (4), ['° Partie, est fondée sur le théo- 
rème suivant : 


St l’on rapporte la position des sommets d’un parallélépipéde à trois 
plans rectangulaires des x, y et z; que l’on designe par À, B, C les lon- 
gueurs des trois arêtes de ce parallélépipède qui aboutissent à un méme 


sommet, el par 
A, B;, Ci, 


A», B>, C, 
A3, B;, C: 


les projections respectives des mêmes arêtes sur les axes des x, y et =, le 


volume du parallélépipède aura pour mesure 


À, BC ra À 1 B3 Co + À B:C: TROT: AB; C3 + A3 B; Co rm A3 BC — S(Æ A, B:Cs). 





NOTE IL. 


Le signe f indiquant une fonction quelconque, si l’on connaît la 
valeur de l’intégrale 


[_fiwt) du, 


v — © 
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il sera facile d’en conclure celles des intégrales 


F fin? +omo + m?)d5, 


J'me que) de 


prises entre les mêmes limites, ainsi qu’on va le faire voir. 
Soit, pour abréger, 


a) Î fs?) ds — 21 


Si dans cette équation on change 5 en 5 + m, les limites de l’inté- 
grale ne changeront pas, et l’on aura par suite 


(b) | f ortome + ne)du 4; 

d’où l’on conclut aussi 

(c) JL +ome + me) + flot ma + me )]ds a. 
De plus, 1. fait 


l'équation (a) deviendra 


(d) ACL (+) da. 


On a d’ailleurs évidemment, entre les limites zéro et æ, 


Jen) [en ge) a 


Car, pour déduire ces be dernières intégrales l’une de l’autre, il 


suffit de changer 6 en =, et de renverser les limites. Cela posé, l’équa- 


= 
tion (d) deviendra 


(e) J r(e-m+ 7) 44, 
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d’où l’on conclura 


, s: . m? 
{(f) JL e-n+ 7) dou = 1:AÀ, 


# 
Si, au lieu d'intégrer entre les limites — +, ++, on se contente de 
prendre les intégrales entre les limites zéro et + , on devra, dans les 
équations (a), (c), (f), remplacer 2A par A. On peut donc énoncer le 
théorème suivant. 
TuéorÈme. — Sc l’on fait 
(1) | f(sw°)ds = A, 


on aura 





® flæ?—omo+m?)h flow +omo + m?) 
Î fs ) + f| l des = À, 
0 


2 
(2) Fa m? 
Exemple 1. — Soit 
flt)=e-s* 
On aura 
Ë 
AT 
» 


(7 étant le rapport de la circonférence au diamètre); et par suite, les 


équations (2) deviendront 


\ 


/ 20 2MmT —2mT LL 
| [ em? (< Fr ) dx rs T° , 
V0 





2 


AT UE _ h 

4m? PRE PA | 

Î 2 "du S$x": 
ï 0 


Si l’on change dans la première »# en mY— 1, on trouvera 


(3) 


en — 


LL 

—— 
+ 
ur 


Æ e T° cos2mm d&. 
0 


ei 
15]= ee) 


118 MÉMOIRE SUR LA THÉORIE DES ONDES. 


On déduit de la seconde 


2 w° 


LÀ m° 
2 LR 
= + € + ds. 
r: à 
FR 


on 
Qt 
LE 
Q 
| 
è 
| 
l 


nn 


Les formules (4) et (5) étaient déjà connues. On peut se servir de la 
formule (4), ainsi que M. Poisson l’a fait dans son Mémoire sur la cha- 
leur; pour abaisser au premier degré les variables qui dans une expo- 
nentielle sont élevées au carré. On peut employer la formule (5) pour 
effectuer l'opération inverse, comme on le verra ci-après. 


J ( ) oo ) f\ ) ) 


1 /T\: ; 4 s 
on trouvera dans les deux cas À — - ( ) : et par suite les équations (2) 


fourniront les suivantes : 


| : 
| 
| 


f cos(m? + w?) cos2mT dù — 
0 


D | = 


# * me? 1 
cos | æ? — mm + -— |) do — - 
(os 2 
0 
| £ D: «4 
à m? \ 
| sin {w?— m+-— |) do — 
0 5 ut 


\ 


D | = 


* À 
+ à Fa x\* 
Î sin (m?+ w?) COs2mw da; (2) $ 
rue 3 
) 


Si maintenant l’on observe que 


cosm? cos{(m? + w?) + sinm? sin(m? +?) — Cosw*, 


cosm? sin(m? + w?) — sinm?cos(m?+ x?) — sin”, 


on déduira facilement des deux premières équations (6) 
É 9 I T : 9 \ 
| Î COSæ? COS2n® d& — -— () (cosm? + sinm?), 
0 


{ 
" an r Tr D] 
| sinw? cos2ms do — (2) (cosm?— sinm?), 
2 
\ 0 
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t l’ ite 
et l'on aura par suite 
2 : | 
COS M? — (2) [ (cosw? + sinw?) cos2ms dx, 
[ (cosw? — sinw?) cos2mv ds. 
0 


On conclura de même des deux dernières équations (6) 


2] 
cos LE 1° d eu x Te PSE “te * 
LS ty Daaprt D sers (COS — Sin), 
F8 ro ta 
(9) | 
AD js m>? 1 se I T ob ! | 
SEDT FO — | -— {COS + Sin mn}, 
4 # Am? 2 \3 
\ 





AY dE. di SRE | 
COS —= (£ DVD" 7 :) A+ eUS (n° “ques aa” do, 
he E (Los l 4o*° / | 


me RL 45 me 
sin[æ?+ -— }— cos (° + |) de. 
DA ) 102 \ 40" /. 


Les équations (8) et (ro) sont, relativement aux sinus et cosinus, ce 








que sont les équations (4) et (5) relativement aux exponentielles. En 
effet, les équations (8) servent, ainsi que l'équation (4), à changer »° 
en 2, et les équations (10) à effectuer l'opération inverse. 


Corollaire I. — Si l’on différentie par rapport à » les deux membres 
de chacune des équations (7), on trouvera 


K|— 


=. Di T\' LS ä\ 
cosw® sin2mw 25 dm — |) m{sinm?— cosm?), 
- 
© 0 


il 


OL DU à T * à PER 
snw? sin2mw 25 do — | - | m{cosm?+ sinm?). 
2 


“0 


Si l’on fait dans ces deux dernières 7»? —!#, &°— »., elles devien- 
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1 
SE. à 


1 T°: 
2 


| [ cosy sin(2ku) du — k?{sin£k — costk), 
V0 


(11) 


\ 


il 


sR 
” 
2 


ee. : | 
| | sing sin(2ku)*du — KE (cos Lx + sing). 
6 


Corollaire II. — Si dans les équations (7) on change #7 en 7, et © 
en p, On trouvera 


[MES 


os 9 I T 2 , 2 
cosp? cos2np dp — mie (cosn? + sinn?), 
d 

5 


l sinp? COS 2np de 2 (®) (cosn — sinn) 
0 


\ 
Cela posé, si l’on multiplie membre à membre la première des équa- 
tions (12) par la première des équations (7), puis la seconde des équa- 
tions (7) par la seconde des équations (12), et que l’on combine entre 
elles, par voie d’addition et de soustraction, les deux formules ainsi 
obtenues, on trouvera 


L f cos(æ? — p?) cos2mw cos2np ds dp — 7 cos(m? — n°), 
0 0° 


— 
V9 


2 A PR “ 
il [ cos(æ? + p?) cos2mm Ccos2np d5 dp — 7 sinf{m?+ n°). 
H 
RS à 





NOTE IIL. 


Nous allons, dans cette Note, chercher à déterminer directement, 
par le développement en séries, les valeurs des six intégrales suivantes : 
1 


+ œ e 1 
_K = cos(2ku) cos u du, Ki | sin{(2ku)*cosu du, 
0 


«0 





a A æ É 
(1) 4 K= f e (#49) cos x dus: : Ke [ cos(2ku)* sinu dy, 
0 





LC) 4 É 2] 4 
Ki= f sin(2kp)* sinpdu, K;:— 7] e-(4H*sinp dy. 
9 


0 
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On y parvient comme il suit. 
On peut évidemment considérer l’intégrale 


. 4 
K=f: cos(2ku)* cosu du 
0 
comme la limite dont s’approche sans cesse l’intégrale 


“ 1 
; cos{(2h up) cosu et“ du 
0 


1 


à mesure que & diminue. Par suite, si l’on développe cos(2#2)° en 
série au moyen de la formule 


L 2k 2 k u)2 
cos(akg fr 28 + CARE 





on aura identiquement 
, 4 
K— f cos(2ku)* cosu du 
0 
co œ æ 2 
= cosy du— [| 274 cosudu + f LR cos du —… 
: R PORC EURES 


pourvu que, a étant un nombre quelconque, on considère 





[ u2 cos p du 
0 
comme la limite vers laquelle tend l'intégrale 
f u4 cos u eh du. 
0 


à mesure que « diminue. On obtiendra de même la valeur de K, en 


1 à si 
développant cos(2#y)? en série, et considérant 


f u4 sin y dp. 
0 


comme la limite vers laquelle tend l'intégrale 


À using eh du 
0 
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à mesure que x diminue. Des remarques analogues peuvent être faites 
à l'égard des intégrales K,, K,, K,, K;. Cela posé, si l’on fait, pour 


abréger, 














(2ku)? (24) 
EAU 1:2.3.4 | 112.3.4.5:6:7.0 : 
à 5 
a4u ka) 
ki ds I 2340 ie à 
(2) 
Lo (2ku) (2kp)3 
pi 1.2. .29.4:2.) ré Û 
3 LUE 
ja (2 0)? (2ku)° 
Le se 1.2,3,4:9:0:7 ft‘? 
on aura évidemment 
4 
— M;, 


sin(aku) —M, —-M;, 


e-GkbŸ —M — M; +M:—M;; 
et par suite 


| K =f (M — M) cosudy, Ki= | (M, — M;) cosu du, 
0 0 
3) K= f (M — M, + M2 — M;) cosu du, Ré [ (M sm M:) sin y dy, 
‘ è © 0 © 0 
Ki f (M: M:)sinmdu, PE 1H (M — M, +M: —M;)siny du. 
] 0 1 


De plus, si l’on désigne, avec M. Legendre, par T(a +1) l'intégrale 


L ute bd, 
0 


. b . I 
et si l’on représente par 4 l’angle qui a pour tangente -; on aura, en 
x 


vertu de formules bien connues, 


. 1 pa ag con du = 181) (a +1), 
(+ 2) 2 


F 


4 É te sin u du — ner pre rs 
\ VD (1H)? 


in 
10) 4 








À 
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a+1 
, T ME LE ns 
Lorsqu'on suppose « — o, on à 0 — UT «)* —1; et par suite les 


formules précédentes se réduisent à 


{ hs T 
| pa COS pr dy = cos(a + 1)= T(a+:1), 
0 


— 
Qt 
ina 


[ u4 sinu du — sin (a + 1)= T(a+:). 
0 


Si maintenant on désigne par z un nombre entier quelconque, en fai- 
sant successivement 


AIN, aA—In+É, aA—2n+1, a—2n +}, 


on trouvera 


[ 2? cosu du = 0, À Le? sinu du=ÆT{i+an), 
0 


Li 


ds È 1 An+1 . # I hn+1 
[ p°°"3cosp dur t(1+ j: Far pe sin u de=+-r(i+f 
ï ] 
0 0 





| p+t cosu du ÆT(i+an+i), L +1 sing du — 0, 
0 


"0 


en | I 4-4 SEL 0e 1 An +3 

f He COS 2 dr -r(+$ = } [ DT sin pe du t(i+ ie As 
Î 4 me 
0 0 2 2 





2 2 


le signe supérieur devant être adopté toutes les fois que zx est un 
nombre pair, et le signe inférieur dans le cas contraire. 

A l’aide des équations (6), on obtiendra facilement les valeurs des 
intégrales 


ji M cos u du, à Micosudp, ..., [ Msinpdp, ris 
0 0 


LAS 


considérées comme limites des intégrales 


+ © 


J 


A a 


M cosy ec du, Se Mi cosu e%du, ….., | Msinue-tkdu, ..., 
0 


7, 


10. 
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et l’on trouvera, toutes réductions faites, 


| _. Lee 7. FUN T 
J M cosy du — 0, À M sinu du —1 Das aere 
æ 2 4 5 
[ Micosy du=— Mi sing du Hé[T (+5) RE 
0 0 T(i1+ 
ii 
[ Mscosu du 2} - 
0 (1+2 


























Si l’on observe qu’on a en général 
Tii+n) nee I 
T{i+an) (n+ij(n+2)...2n 
2n +1 
T{r+ \ ; 
2 RO EU PE ER: I 
Pi FAR EI) 2 TE. 





1 
I > 
“lan ED. 22n+1 1,2,3 





on reconnaitra facilement que les équations (7) se réduisent à 


4ke2 
[UM cosu duo, 1 M sin y d nn 





RAR 
5.6.7.8 
Eu 
2 : 
If M cosu da=— [| M, sing du — cos; #, 
0 0 
. Moon us et ie PEL OR fu in y du — 
RTE UT 100 bb on 
373 
[M cosu du + Mising du = — TE sin; k. 
vo 0 


En vertu de ces dernières, les valeurs de K, K,,K,, K,, déterminées par 
les équations (3), deviendront respectivement 











1 
_ (2%) _ (Cr) (2#)5 2 45 nr 
. | TS Lo ia : Ki==# (sin$k — cosi#), 
9 1 
A 2 
kr DE Es Ri=F 


(sin£#k + cosik), 


T(i+$ 
EE pra 
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et les valeurs de K, et de K,; se déduiront des précédentes, ainsi qu'il 


suit : 


( Ki=K;—K, 
(10) | 


| K;: =K,; + K3. 


Les deux dernières équations (9) coïncident avec les équations (11) de 
la Note précédente; ce qui confirme l'exactitude de nos calculs. 

La première des équations (9) et la première équation (10) four- 
nissent deux valeurs différentes de la fonction K, savoir: 





K — (2%) (24) (2k)5 
RSC EE : 074.9.19 
(11) { i à 
K—K;—K:=T##(sinsk + cosi ke) — f e-(2kb° cosu du; 
0 


ce qui vérifie les équations (15) et (16), III Partie. 


Scolie. — Si, au lieu de chercher la valeur de l'intégrale 


* 1 
f cos(2ku)* cosy du, 


"4 


on se proposait de trouver celle de l'intégrale 


» 1 
F cos(2ku) cosu e-%# dy, 
0 


\ 


il faudrait alors, au lieu des équations (5), employer les équations (4). 
Cela posé, on trouverait 








0 £ 1-2 2 \92 | 
Î dE coke die cos 9 RS cos 3 0 He [ k?}?  cos58 nu 
0 2\2 3. 2 \2 5.6. 7: 5 2 2 
(1+ a?) (1+ 2)? (1+ 2?) 
fe cos20 (2k) (2k)° cos40 





| M: cosu et du — 
VA 


1+a? 2 FA (1 + &?)? 


et par suite 


7 si { 2 
(12) [ bn contrat 4 EE + SE 
Vo (1+ æ&2)° À È fe (1+ 2) 
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NOTE LV. 


SUR LA RELATION QUI EXISTE ENTRE LES DÉVELOPPEMENTS EN SÉRIES 


DES DEUX INTÉGRALES 
| : fku) cosu dy, 


Cie JL r(ra) sin {u + y) du. dy. 


Pour développer en série l'intégrale 
 f J\kp.) cosy dy 
0 


par la méthode employée dans la Note précédente, il suffit de déve- 
lopper la fonction f(Æ:) en série ordonnée suivant les puissances ascen- 
dantes, entières ou fractionnaires, de la quantité #. Soit A(£u)° un 
terme de ce développement, en sorte que l’on ait 


flku)=S (Aka) 


le signe S indiquant la somme de tous les termes semblables à celui que 


l’on considère. On aura 

(a) k fikp)cosu das (are f pa cos u du). 
0 v0 

pourvu que l’on considère l’intégrale 


d. 4 cosy dy 
0 


comme la limite vers laquelle tend la suivante 


Î 4 e-%b cos du, 
0 
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à mesure que + s'approche de zéro. On a d’ailleurs dans cette hypo- 
thèse, en vertu de la première équation (5) (Note précédente), 








1. u®C0S 4 du. — cos (< Ge “)r F(a+:1). 

0 

Cela posé, l'équation (2) deviendra 

(3) [ fiku) cosu du s| an cos Lise r(a+1)|. 
“0 


En raisonnant de la même manière sur la seconde des intégrales (1) 
on trouvera que sa valeur en série doit être déterminée par l don 


(4) ef [A (kpë?) sin (y + =s[ar f” fe eo dub] 
pourvu que l’on considère l'intégrale double 
ferf PS atiu aie 
dus 
comme la limite vers laquelle tend la suivante 
life (us)'ataLu-+ 9) e-#-5 du dv, 
Jo Vo 


à mesure que x et 8 se rapprochent de zéro. D'ailleurs, on a évidem- 
ment, dans cette hypothèse, 


LE sn uv) }? sin{ (es) du à [lu ue? sin de [À y? cosy dy. 


De plus, en vertu des équations (5) (Note précédente), on a 


æ «a æ :d k 
CT 3 , a T a a 
sf é sing du f À cosy dy 2 sin (% +1) © cos(f +1) (+). 
2 2 2 
0 4 


«0 
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Par suite, l'équation (4) deviendra 


(5) £ [ fre) sin(a+ ») du dy = ST Akecos (E*) à re(f+i) |: 
o : , 


0 





Si maintenant on fait, pour abréger, 





A cos (ET) x T(a+i) = Ba, 


les équations (3) et (5) deviendront respectivement 
| ftkp.) cosu du — S(Bakt), 
L 


(6) a” & F2 I + 3 
[ fu 2%) sta + y) du dy — ST B Re 
Ainsi la relation, qui existe entre les développements des deux inté- 


grales (1), consiste en ce que, pour déduire le second du premier, il 
suffit de multiplier le terme qui renferme la puissance a de Æ par 


Exemple I. — Soit 


J(kb)= e "#4; 
on aura 


2 k 
a\ — —k sn es. ÿ à . 
S(Bak = f e*Fcosu du =- 15 —=k—k3+k à + + 


et par suite, la seconde des équations (6) donnera 


EE à 4.4 T2{1++) T?(1+5) 
1 =} L'W° 1 Ee _ fine) ME USE IS Re 
J f snte+e dub TR Rs At 


s Mi 
es 


| cos 2° #?{uy)' sin{u +) dudy= — == Pre ce 
| L (my) à ÉA 2 Ti+i) 4.5.6 Tr 
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Si, dans cette dernière, on fait 


b étant négatif, on trouvera 


{ puy)? 


© An + 2b ETS n (= b\ 
(7) | sin(u—+r)e (+ du dy — 
Û 0 








D | À 


à 
2 


(a?+ b?+c?) 
ce qui s'accorde avec l'équation (83), I° Partie. 
Exemple II. — Soit 


1 
Æ 


f(kp) = cos(2ku). 
On aura, en adoptant la notation de la Note précédente, 


Di SO AM F4A | (24)5 
8) .. S(B# ba at VE HU: PAR UU ES 





Cela posé, la seconde des équations (6) deviendra 





2 L?{1+4)  {2k)3 F2(1+ 
+ 





Ë (1.3)? 3 (1.3.5)? h5 


Si, dans cette dernière, on change # en 2#, le premier membre sera 
l'intégrale définie que nous avons désignée par E dans la troisième Par- 
tie du Mémoire, et l’on aura en conséquence 


me ” ÿ ee : / a / Le L 

FT T : mf2k (1.3)2 (ak) 
( = COSR RTE sn y di = 1 2. LL 2 LL 1: 
FREE . L pes \E FRE s ha F4: 70 E 








ce qui s'accorde avec la formule (64). 


Corollaire. — Si, dans la seconde des équations (6), on change # en 


2k, on trouvera 
Le 

NUS <'i re(i+ À) 

(r1) f Î Mn loin bé des Ba ke 26 —— 
“0 0 Vi Su 
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On a d’ailleurs, en général, 








Donc, par suite, 


44 a” 
rue 4 à é le ue? do. 
12 2k uv") sin(u +)d d= | s|n, a + (: ) | — » 
ff rtreté)smte nb Ps[mea(fe) [te 


et, Comme on à évidemment 





d[AS(Bahe)] 


S[(a+:1)Bake]— dk 





si l’on fait, pour abréger, 





(13) ts) = fu, 


f'étant une nouvelle fonction différente de /, l'équation (12) deviendra 


1% no nr nn: vre du 
: : PL y }sin(u + duds= f FOR )euese 





0 


Soit maintenant 


cu —=.C0S 0: 
PE 
on aura 
a - =; cos 0 dO, 
CA d'A 


1 


: 1% 
® ) 5 2. 2 
À ne ). de | =: ] fu c0s5) cos ? dû . (Æ cos5) cosÿ dÿ. 
ON DCE PA CRETE Ù 





PAL” 
2 


On pourra donc aussi mettre l'équation (14) sous la forme 


= pr 14 
1: f fer) sin(e du = f Ju c0s9) cos ds. 
0 0 0 


we 
a 
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Si, dans les équations (14) et (15), on suppose 


f(aku?i) = COS (aus), 


on obtiendra les équations (66) et (67) (HI Partie). 





NOTE V. 


DÉTERMINATION DES LIMITES ENTRE LESQUELLES SE TROUVE COMPRISE 


LA VALEUR DE L'INTÉGRALE 


LES 1 
Lu K=— [l cos(2ku)" cosy du. 
9 


Nous avons vu dans la troisième Note que la valeur de K pouvait 
être déterminée par l’une ou l’autre des équations (11). Si l’on réduit 
en nombres les coefficients des termes qui forment le second membre 
de la première, on trouvera 











ei = 4 1-2 lai on 
À 1 1,6666667 (Ë ) + 0,6613756 (4 ) 0156251 ( )' 
à es 100 100 
4k2\: A k2\5 4k2\56 
(2) + 0,0113358 () — 0,0007103 (ie ) +-0,0000%09 [TT ) 
100 100 be 100 





4k2\7 
— 00000010 | ) AN so 
À 100 
Si 4k? 

Lorsque, dans la série précédente, on suppose <1, le second terme 
est supérieur au troisième, le troisième supérieur au quatrième, etc.; 
el, comme tous ces termes sont alternativement négatifs et positifs, 
il en résulte que la somme de tous les termes, à partir du second, est 
négative et plus petite que 

100 


A L°2\ 
1,666666: (ee) 15666666. 


Par suite, la somme totale de la série ne pourra, si elle est positive, 


17. 
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surpasser le premier terme, c’est-à-dire, l'unité; et la même somme, si 
elle est négative, ne pourra devenir inférieure à 


1 — 1,6666667 — — 0 ,666666;. 


Fo. : Ak?2 3 CHAT Fe 
Ainsi, toutes les fois que l’on aura (Es) <[1, c'est-à-dire # < 5, la 


Fr 


valeur de +> abstraction faite du signe, sera plus petite que l'unité. 


On aura donc alors, en prenant positivement la valeur de K, 
K£k. 


Supposons maintenant que l’on ait Æ >> 5. Pour déterminer, dans cette 
hypothèse, la limite des valeurs de K, nous aurons recours à la seconde 
des équations (11) (Note IT). On tire de cette même équation 


K en . Ne dl £ 
(3) Ts (sinik + cosik) — > | e” (AH cosy. dy. 
5 t 
2 k° 5 


Dans cette dernière formule, 
sin+k + cosik 


ne peut, abstraction faite du signe, surpasser 


/ 


De plus on à évidemment, abstraction faite du signe, 


” ï | 1 1 
[ e(2Au* cosu du< | CN ONE 
0 
0 


0 


; + Ne. K 
Par suite, la valeur positive ou négative de 7, ne pourra surpasser 


(E) +2 


LM 
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Or, en supposant £#> 5, on trouve 


(2) 


On aura donc aussi, en faisant abstraction des signes, 


El 


10, 


+n<(£) ace, 


K 
ete 


Il suit de ce qui précède que, pour toutes les valeurs réelles de la 


“ : : K ; 
constante #, la valeur positive ou négative du rapport + est toujours 


inférieure à l'unité; en sorte que la fonction K a pour limite la quan- 
tité #. 





NOTE VI. 


Nous allons donner dans cette Note la solution d’un problème d’Ana- 
lyse qui peut avoir de nombreuses applications. Voici en quoi il con- 


siste. 


PROBLÈME. — Étant données deux fonctions réelles de a, savoir, 
Fi(a) et Fi(a), 
trouver deux autres fonctions réelles de m, savoir, 
oi(m) et oifm), 


telles que l’on ait, pour toutes les valeurs réelles et positives de «a, 
| À o1lm)cosamdm=—#F,{a), 
0 


[ oo{m) sinamdm—F:la).. 
0 


SoLuTION. — Admettons pour un instant que chacune des fonctions 


Fifa), Fifa) 
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conserve une valeur finie pour toutes les valeurs réelles et positives 
de a. Il suffira, pour satisfaire aux équations (1), de supposer 


| au(m)= 2 [{ cosmu F(p)de, 
4 
2) ; 
SM 1 ie £ 
ee ‘à sinmu Fou) du. 
\ 7, 


En eflet, si l'on substitue ces valeurs de o(m) et de o,(m) dans les 
équations (1), on obtiendra les suivantes : 


| f cosam cosmp Fi(u)dm du = ©Fi(a), 
dr r20 ; 


ee 


lf [ sin am sinmp F2 (ue) dm du = © Fa(a), 
0 0 


dont on peut démontrer l'exactitude ainsi qu'il suit. 

Les intégrales doubles, qui forment les premiers membres des équa- 
tions (3), peuvent être évidemment considérées comme les limites vers 
lesquelles tendent les deux intégrales i 


/ œ (+ 
de e cosam cos my. e-2" F,{u) dm du, 
0 0 


1 il sinam sin mp e-4"F,{u)dm du, 
0 0 


a mesure que x diminue. On a, d’ailleurs, 











E I œ 1 œ 
. COS am COS mp. e72" dm — L ÉR- 4 
à at+{u—a@)- 2 æ+{u+a) 
Ga Fe 
[ sinam sinmp. e74" dm — : , ss A = ue. —. 
De Da + (nude RE Cu + à): 


Si dans ces dernières équations on suppose x très-petit, la fraction 





Des ; Sera évidemment insensible pour toutes les valeurs réelles et 
œ?+{(u+a)? - 


Ce D ane de tte 
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ve CARE. À Œ 
positives de y; mais il n’en sera pas de même de la fraction — quai 
qui pourra obtenir des valeurs considérables pour des ir de » peu 
différentes de a. Ainsi, relativement à l’objet que nous avons en vue, 
nous pourrons substituer aux équations (5) les deux paiNantes : : 

Œ 


cos am COS my. e74" dm — : ° 
a+ \ A LME: a j” 





D | = 


Ù œ 
3. & + (pra) 





| | sinam sin mp. e-2" dm — 


Cela posé, les intégrales (4) deviendront respectivement 


7 PURE a du. 

:J. Bla — ap 
i a du ; 
Jr Feb) Tu — ar 


Ces dernières sont du genre de celles que M. Cauchy (") a désignées 








a 
<| 


sous le nom d’entégrales singulières, dans un de ses derniers Mémoires. 
Pour déterminer leurs valeurs, on fera y — a + 2%. Elles deviendront 








alors 
1] 2 
SR 
:] Fi(a + aË) nr 
ré 
dE 
4 fFa(a+ at) Ÿ, 
I (dt 
et devront être prises entre les limites £ — — % , € — ++. De plus, 


x devant se réduire à zéro, on aura, pour toutes les valeurs réelles 


de €, 


Fila+aë)— Fifa), Fo(a+aË)= Fa); 


et par suite, 








(1) Voir la Remarque faite à la page 12, et la Note XVII. 
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Ainsi les intégrales (4) auront respectivement pour valeurs 


ce qui prouve l'exactitude des équations (3), et par suite des for- 
mules (2). | 

Nous allons maintenant donner quelques applications de ces for- 
mules. Nous indiquerons ensuite les modifications qu'on peut être 
quelquefois obligé d’y apporter. 


Exemple 1. — Supposons 


Les équations (2) donneront 


/ > ” 3 .s k 
oi(m)=— - [ e kB cosmy du = — -——, 
LA A r k?+ m°? 
(9) : 
; 2 : : 2 m 
| Paim)=—= — f e*t sinmu du = - — : 
| TJ : r b?+ m? 
Par suite, les équations (1) deviendront 
‘*Kcosam 
ns ——— Am = - eh 
A int | in 2 
10) SAME 
° om dm RS L erak | 
ONE 2 


ce qui s'accorde avec des formules connues. 


Exemple II. — Soit 


Fi(a)—e-thsinak, F:(a) —e-tÀ cosak. 


On trouvera 








(m) =" En d sin ku cosmp du — a LE + ER û | 

T F RLR2+(k<+ mm)  hR4+(k— m)2 1 

2 | I k+ m k.-< 1 : | 

( Le Ca L n = j UE à ; À 
| ga (rm) af e LP CSTR RME 2 T Le. (Kk+ m}?  h2+(k— =] 3 
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et par suite, les équations (1) deviendront 


_ 


1 k + m. k— m à Le 
: Mr | 
|. 4 le +(k+ mm)? + pq | eos em dm 5 € «* sinak 


(12). ( 

à fi k+ m k—m À Tr 

| ms re 5 | sin am dm = —e 4 cosak. 
UJ, 2L2+(k+m}?  R+(k— mm)? 2 








Si dans ces dernières on suppose 2 — o, elles deviendront 


| Le _. ; COsam dm — 


| 13 fat sin am dm — —° cos ak. 


Exemple 111. — Soit 


sin ak, 


SIA 


(13) 


Fi(a) = Fo(a) = at-te-ak, 


On trouvera 


(km) "+ (k+m Ver) IE, 
V | 


, ET \—h PT \=h- 
a —(k+ my) jrs. 


Ve 


om? f We À B.cosmu du = 
0 


A1 





Ds 


CE 
- 


| Da(m)— n À uÂ-te-kb sin mu du — 

0 

T (2) représentant à l'ordinaire l'intégrale 
[ UE e lu: 
ES 


Cela posé, les équations (1) deviendront 














h | Are Ve 
La Se en ee LE cosam dm — TT ah-1e-ak, 
2 2T(A) 
Aa , ET —h 
| Lee _ = — rare 20 ed 1) sin am dm — ah-1e-ak, 
Se a 1 2Tr(A 





Je ne pousserai pas plus loin l'application des équations (2), qui, 
comme on le voit, s'accordent, dans les divers cas particuliers, avec 
les formules déjà connues. 


Je vais maintenant faire voir comment on doit modifier les mêmes 
OEuvres de C.— S.I, t.1. 15 
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‘équations, lorsque la forme particulière des fonctions F, et F, ne per- 
met pas d'attribuer une valeur précise et finie à chacune des intégrales 
qui forment les seconds membres des équations (2). 

D'abord, il peut arriver que les fonctions F,{a), F,(a), étant finies 
pour toutes les valeurs réelles et positives de a, conservent, pour des 
valeurs infinies de a, une valeur plus grande que zéro. Dans ce cas, 
les intégrales ; 

f. F,(z)cosmu du, 
52 


2 
[ F:l2) sinmu du 
"0 


ne paraissent pas avoir un sens bien déterminé. Pour faire disparaitre 
cette incertitude, il suffira de les considérer comme étant les limites 
dont s’approchent les intégrales 


fe 


J e-wF,{u)cosmu du, 
: | 


2 
e-6WF,{u) sinmu dy, 


“oO 


à mesure que 6 diminue, et de supposer en conséquence 


= f e GF,{u)cosm y. du, 


0 


: À 
| palm) = - f e 4 Fou) sinmp du, 
TJ, 


6 étant une constante arbitraire qui doit être égalée à zéro, lorsqu'on 
aura effectué les intégrations. 
Supposons, en second lieu, que les fonctions F,{a), F,(a) deviennent 
infinies pour certaines valeurs réelles et positives de a. Pour lever cette 
nouvelle difficulté, il suffira de remplacer les fonctions F,{u), F,(u) par | 
d'autres fonctions dont elles soient les limites, et qui, sans jamais 
devenir infinies, s’'évanouissent pour des valeurs infinies de ». On satis- 
fera, dans un grand nombre de cas, à ces diverses conditions, en substi- 


tuant aux fonctions 
Fi(u), Fa(p) 


NOTE VI. 


les deux suivantes 





e-ôkFi(u), eétFlu), 


ainsi qu'on l’a fait ci-dessus. Alors les valeurs de »,(m), o,(m) sont 
données par les équations (16). Mais, si par hasard ces valeurs se trou- 
vaient elles-mêmes en défaut, on ferait disparaître tous les obstacles, 


en faisant usage des deux suivantes : 


ai sas 
| oi(m) — ef e-6v-6lr. (PK, {u)cosmp du, 
0 . 


œ 
| os(m) ea er ôu—6lr. (WF Fou) sin my dy, 
\ 0 


6 devant toujours être supposé nul après l'intégration. 

On peut s'assurer, & posteriori, que dans ces dernières équations Îles 
intégrales relatives à » auront toujours une valeur précise et même 
finie pour des valeurs de 6 supérieures à zéro. En effet, chacun des 


produits 
Fi(u)e-6lr 4 cosmu, F2:lu)e-6lr (UF sinmy 


ne peut évidemment devenir infini. Si donc on désigne par 

B', B’ 
les plus grandes valeurs absolues de ces mêmes produits, on aura 
toujours, abstraction faite du signe, 


Me à Feb B' 
[ e-6b—60, (EF, {u) cosmy du <B' Il e76v. dy. 


6 


Î 


© 0 0 


[/4 


| e6v—6[r. (6 F,{(u) sinmp du<w" | e du =. 
© 
0 0 


On pourra donc employer les équations (17), pourvu que l’on y consi- 
dère 6 comme une constante réelle et positive qui doit être traitée 
comme une quantité finie tant que les intégrations ne sont pas effec- 


tuées, et que l’on doit annuler ensuite. 
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NOTE VII. 


PROBLÈME. — Étant données quatre fonctions réelles de a et de c, savoir, 
Fifa, c), F:(a, c}), Fsla, c}, F:a, c), 
trouver quaire autres fonctions de m et de n, savoir, 
qiim,n), oo(m,n), ps(m,n), oi(m,n), 


telles que l’on ait, pour toutes les valeurs réelles et posuives de a et de c, 


; n a æ 
oi Î g1(m, n) cosam cosen dm dn — F,(a, c}, 
0:20 


Le] L 2] 
Î [ g2(m, n)cosam sincndmdn — Fila, ce), 
QE 8" 0 


pere 


C2] fe © 
1 | o2(m, n) sinam coscn dm dn — F;(a, c), 
0 0 


e LA] 
| 1 J oi(m,n) sinam sincndmdn—F;lu, c). 
| (0 0 


Solution. — Si les quatre fonctions F,, F,, F,, F, restent finies pour 
toutes les valeurs positives des variables & et ce, on résoudra le problème 
au moyen des quatre formules suivantes : 


| Â n Le] 
oi(m, n)= + 1l Ÿ cosmp. cosny Flu, v) du dy, 
. 0 0 
4 œ a / k 
peim, n)= — cosmp. sinny F:{u, ») du dy, 
| "} 0 0 


os(m, n)— + [ [ sinmp cosny Flu, v) du. dy, 
V0 0 5 


B 
#2 
4. 


L œ L 

4 : à 
KZ (m, n) — 7" L À sinmp sinny F;(u, ») du dy. 
| V0 vo 


À 


Ces formules sont analogues aux équations (2) de la Note précédente, 
et se démontrent de la même manière. Ainsi, par exemple, pour faire 





NOTE VII. 1#1 
voir que la première formule satisfait à la première des équations (1), 
il suffira de prouver que l’on a 


» 


“RE: [_cosam cosen cosmu cosny Fi, ») dde dm dn — % Fila, 
0 0 02" | 


D'ailleurs, on peut considérer l'intégrale qui forme le premier membre 
de cette dernière équation comme la limite dont s'approche l'inté- 
grale suivante 


æ LA zx 2e 
(4) il [ sé f e- 468 cosam coscn cosmu cosny Filu, ) du dy dm dn, 
vii:T 0 gs 2e 


à mesure que + et 6 diminuent; et comme on a, en vertu des équa- 
tions (6) (Note précédente), 








cosam COS ns e-2m dm — - … 
0 > A+ (pe per a }? 
œ Ps , £ 
coscen Ccosny ee dn = - : | Je 
o 2 &+(y—c}? 


on pourra réduire l'intégrale (4) à cette forme plus simple 


HN té PF . a du. 6 dy 
a (BV) TT ss 
0 A ASC En Pr EE 


Cette dernière n'ayant de valeur sensible, lorsque x et 6 deviennent 





très petits, qu'entre des limites de y très voisines de a et des limites 
de v très voisines de c, on peut, sans inconvénient, y remplacer F,(1, ») 
par F,(a, c), ce qui la réduit à 


+ Fa, e) f » as > ( £3 
2e Fiat, + 


et, comme, dans le cas où x et 6 s’évanouissent, chacune des intégrales 


Fe a du & 6 dy 
2 12? Er D | 12 
Se Fil a) SN tie) 


est égale à +, on trouve enfin pour l'intégrale cherchée 





——| O 
en 
—_ 
es 





singulières 








9 


— Fila, c), 
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ce qui vérifie l'équation (3), et par suite la première des formules (2). 
Il sera également facile de vérifier chacune des trois autres. 

Pour que les formules (2) puissent être employées, il est nécessaire 
que les intégrales définies qui forment les seconds membres de ces 
formules aient une valeur précise et finie. C’est ce qui arrive générale- 
ment lorsque les fonctions F,(u, v), F,(u,v), F,(u, v), F,(u., v) restent 
finies pour toutes les valeurs réelles et positives des variables y et v, 
et s’'évanouissent pour des valeurs infinies de ces mêmes variables. Si 
ces conditions n'étaient pas remplies, les intégrales dont il s’agit pour- 
raient devenir infinies ou indéterminées. Pour obvier à cet inconvé- 


nient, il suffirait de remplacer les quatre fonctions 
Filu,v}, For 

par les quatre suivantes 
MiFilusv), MoFalusv), Ma Foli,v}, Mi Filu v}, 


M,, M, M,, M, étant de nouvelles fonctions de u, de v et de la constante 
arbitraire 6, par le moyen desquelles les conditions énoncées puissent 
être satisfaites, et qui se réduisent à l’unité, lorsqu'on suppose 6 — o. 
Au reste, on peut trouver pour ces nouvelles fonctions une infinité de 
valeurs différentes qui toutes jouissent des mêmes propriétés. On 


pourra supposer, par exemple, 
Mie” 6(B+V)—6[Fi(p wF, 


ou bien 
eu +Y) 


Mi 1+ 6| Flu, v)f? 





? 


etc. 
On pourra même, dans un grand nombre de cas, lever toute diffi- 
culté, en supposant simplement 


M, = e-6tu+), 
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NOTE VIIL 


Nous allons dans cette Note résoudre deux nouveaux problèmes qui 
ont beaucoup de rapport avec ceux dont nous nous sommes occupés 
dans les deux Notes précédentes. Voici en quoi ils consistent. 

PROBLÈME 1. — Etant donnée une fonction réelle de a, savoir, 

Fa), 
trouver deux autres fonchions réelles de m, savoir, 


oi(m) et om), 


i 


telles qu'on ait, pour toutes les valeurs réelles de la quantité à, 


L2 La - 
(1) Æ o,{m)cosam dm + f o2{m) sinam dm — Fa). 
0 0 


ProgLÈème IT. — Étant donnce une Jonction réelle de a et de c, savoir, 
Fa, c), 
trouver quatre autres fonctions réelles de m et de n, savoir, 
oilm,n), AE n), os(m,n), oi(m,n), 


telles qu'on ait, pour toutes les valeurs réelles de a et dec, 
æ ” \ 
L o,(m, n)cosam coscndmdn 
v0 0 
152 F2] 
#4 [ 22m, n)cosam sin cn dm dn 
0 ei 


227 a 
+ | 3 om, n) Sinam coscn dm dn 
V0 +0 








°% D 2 
| + | [ om, n) sinam Sinca dmdn | 


( Y 0 0 
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Solution. — Pour résoudre le premier problème, j'observe que, 
l'équation (1) devant s'étendre aux valeurs négatives ainsi qu'aux va- 
leurs positives de a, on doit avoir aussi 


eo 


J o,1m) cos am dm — f o2(m) sinamdm—"F(— a). 
0 % 0 
De cette équation réunie à l'équation (1), on conclut 


Fia)+F(— a) 


/ 2 . 
| 1 2, 1m) cos am dm — , 
0 





# : 


… : F(a)—F(— a) 
| À o2{m) Sin am dm — (a) ; 
; 0 


2 


re 





D'ailleurs, ces dernières équations auront évidemment lieu pour les 
valeurs négatives de a, si elles ont lieu pour toutes les valeurs posi- 
tives de la même variable. Si donc on fait, pour abréger, 


F(a)+F{(— a) 


2 





—F,(a) 


Fia)—F(— a) 





: = Fe(a), 
ne restera plus qu'à satisfaire, pour toutes les valeurs réelles et posi- 
tives de a, aux deux équations 


L- +] 
. o{m)cosam dm —#, (a), 
0 


7% À 


I o2(m) sinamdm = la); 
0 
ce que nous avons appris à faire dans la Note VI. 1 

Le second problème n'offre pas plus de difficulté. En effet, comme 
l'équation (2) doit s'étendre également aux valeurs négatives et posi- 
tives des variables a et c, si l’on y change à la fois ou séparément a 
en — &etc en —c, on obtiendra trois nouvelles formules qui, réunies 





dt: NE 

0 LA 
[ [ o.(m,n) sinam sin cn dm dn — ; 
Ca] ct 0 
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à l'équation (2), fourniront les suivantes : 








(Er à F{a,c)+F{a,—c)+Fi—a,c)+Fi— a, —c 
v,(m,n) cosam coscr dm dn — 7 
o vo 4 
TOR son : g Fin e)Æla, 4e)4+ Éfa, ch El— 4, — c 
| o2{m, n) cosam sin cn dm dn — - 


0 t 0 + 


a 


F(a,c\+Fla,—c\—F(—a,c) —F(— a, — 0) 





ft © 
| os(m, n) sinam cos cn dm dn — ; 


9 


? 


? 


Fla,e)—Fia,—c)—F(—a.c+F(—a.—0 





Ces quatre dernières équations auront évidemment lieu pour les 
raleurs négatives des quantités a et c, si elles ont lieu pour les valeurs 
positives de ces mêmes quantités; d’où il est aisé de conclure que la 
question proposée se trouve ramenée à celle que nous avons résolue 
dans la Note VIT. 


Corollaire. — On voit par ce qui précède que, la fonction F(a) étant 
donnée pour toutes les valeurs réelles de a, les deux fonctions o,(m), 
#,(m), qui doivent satisfaire à l'équation (1), se trouvent complètement 
déterminées. De même, la fonction F(a,c), supposée connue pour 
toutes les valeurs réelles de a et de c, détermine entièrement dans 
l'équation (2) les quatre fonctions 


oiim,n), om,n 


}, ps(m,n), pi(m,n). 

Cela posé, comme les deux termes qui forment le premier membre de 
l'équation (1) sont semblables et ne diffèrent entre eux que par la per- 
mutation des signes sinus et cosinus, et que la même similitude existe 
entre les quatre termes qui composent le premier membre de l’équa- 
tion (2), je me contenterai désormais d'écrire le premier membre dans 
chacune de ces équations, en plaçant devant ce même terme le signe &, 
conformément à la notation que j'ai adoptée dans le Mémoire. En 
conséquence, les équations (1) et (2) seront dorénavant présentées sous 

OEuvres de C. — SI, 1.1. à 
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les formes suivantes : 


>. o(m)cosam dm —Fi{a), 


Ÿ | ïe o(m, n)cosam coscn dmdn —KF{a, c). 
“0 0 


\ 





NOTE IX. 


Nous allons donner dans cette Note les intégrales générales des deux 
équations aux différences partielles 


do 9 qo 
da? ob? 





10 
H) 02 02 02 

go go At 
de." de —! 








On peut évidemment satisfaire à la première équation, en supposant 


(2) qe Di Î cosam eb" f{m)dm + | cos am e bm fem dm ; 
0 0 


et à la seconde, en supposant 
aæ=Ÿ | [ cosam cos cn ebtr+n)% f{m, n)dm dn 
ue v 


LE a i 
+] À. cos am coscn em +n)? Fm, n)dm dn, 
\ 0 0 


chaque signe Z ayant ici la même signification que dans la Note pré- 
cédente, et indiquant à la fois deux ou quatre fonctions arbitraires qui 
équivalent à une seule fonction arbitraire dégagée du signe d’intégra- 
tion (voir la Note précédente). Il ne reste plus qu’à savoir si les équa- 
tions (2) et (3) ont toute la généralité que comportent les équations 
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différentielles d'où on les a déduites. C’est ce dont on peut s'assurer 
de la manière suivante. 

Considérons d’abord l'équation (2). Si l’on développe son second 
membre en série ordonnée suivant les puissances ascendantes de b, par 
le moyen de la formule 





2 m2 313 < 
ps à he TOR bm b mi Se 
I 154 1.2.3 


et que l’on fasse, pour abréger, 


ha [Um + tm] dm = #(a), 
[SJ cosam] im) — fm) Ïm dm = (a 


= 


on trouvera 




















pe b? d5{a) bi d‘${a) 
Ë pas ti) dm. 124 4 da à 
D { 
NU a) b3 dE Hi(a) | b5 d' $i(a) 
1 ere F.4.9- :da? 45007 ‘de. de 


Cette valeur de g, est précisément celle que l’on déduirait de l'équation 
différentielle 

do. dqo 

dat Ÿ db —° 





par la méthode des coefficients indéterminés; et elle est la plus générale 
possible, lorsque les deux fonctions fa), $,(a) sont entièrement arbi- 
traires. D'ailleurs, quelles que soient les valeurs de ces deux fonc- 
tions, on pourra toujours (voir la Note précédente) déduire des équa- 


tions (4) les valeurs correspondantes des deux fonctions /{m) + for) et 


m[/ m) — fm] d’où il sera facile de conclure les valeurs des fonctions 
fm) et fi 


On pourra donc toujours faire coïncider la valeur de g, déduite de 

l'équation (2) avec celle que donne le développement en série obtenu 

par la méthode des coefficients indéterminés; et, comme ce dernier a 
19. 
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toute la généralité désirable, il en résulte que l'équation (2) est elfec- 
üivement l'intégrale générale de la première des équations (1). 

Il est bon d'observer que chacune des fonctions /{(m), Fm) tient 
effectivement la place de deux fonctions arbitraires. Il en faut dire 


autant des deux fonctions 


Jim) + Jim, 


i de 
m Lim) — f{me) f 


en sorte que les deux premiers membres des équations (4) renferment 
quatre fonctions arbitraires. Mais ces quatre fonctions n’en sont pas 
moins déterminées par les deux équations dont il s'agit (vorr la Note 
précédente) ; en sorte que les conclusions précédentes subsistent, 
comme si les premiers membres des équations (4) renfermaient seule- 
ment deux fonctions arbitraires. | à 

Je passe maintenant à l'équation (3). Si l’on développe son second 
membre en série ordonnée suivant les puissances ascendantes de d, et 


que l’on fasse, pour abréger, 


i D Re: cos am cosen| fi m,n) )æ Jim, m , Jam n = f(a, c), 
. SC À cosam cosen| fl m,n) PE m , 5 m? + ne dAi da (4, C) 


on trouvera 





b? Léa (a, ec). d? fa, 2 





c’est-à-dire, précisément la valeur de g, qu'on déduirait de l'équation 


Ego, go, go 


der A 2 de | 








par la méthode des coefficients indéterminés. Cette valeur sera la plus 
générale possible, si les fonctions f{a, c), $,(a, c) sont entièrement 
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arbitraires ; et l’on voit d’ailleurs que rien dans l'équation (5) ne 
restreint leur signification, puisqu'on peut leur donner une valeur 
quelconque, et déterminer ensuite, au moyen des équations (6), les 
fonctions 


fim,n) + ft, n), 
; 
DR 2\2 / \ ? \ 
(m?+n2)}| f(m,n)—/f(m,n)|{, 


et par suite les deux suivantes, 
1) 


, f(m,n), Fin, n) 


(voir à ce sujet la Note précédente). Ainsi la formule (3), dont l'équa- 
tion (7) n’est que le développement, doit être considérée comme l'inté- 


grale générale de la première des équations (1). 





NOTE X. 


Nous allons donner dans cette Note les intégrales générales des deux 

















équations 
nn dose 
| ot" Fes, : 
ca | 
910: /d91Q 0 
| TEE (ee . ) a 


On satisfait évidemment à la première, en supposant 


LA 


nés AT : Le 
| Q D f cosmæx e"°8tC{m)dm 
V4 


LA: A + 
D cosmaæx e7"*8"tE{m)dm 
0 
{) : 
ne. æ Len 
+Ÿ f cosmx cosm” gt o9{m)dm 
0 


1 
Q 


LA ar & 
+Y | cosmæ sinm” à" t4{m)dm, 
0 
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et à [a seconde, en supposant 

! e ® RE | 

GS [ cosmaæ cosnz er +R) Se tE(m,n)dmdn 
0 V0 


L 2 a 
LS 
+ ) À À cosmaæx cosnz e- (+ 8tE{m,n)dmdn 
0 0 


LC Le A 4 
+ f [l cosmx cosnz cos(m?+n?)"g"to(m, n)dmdn 
0’ +4 





| æ ze 1 £ 
+Y f . cosmæx Cosnz sin(m?+n?)'g"14{m, n)dmdn. 
0 0 


Lu 


Il reste à savoir si ces dernières ont toute la généralité possible. C’est 
ce dont il est aisé de s'assurer par la même méthode dont nous nous 
sommes servis dans la Note précédente. 

Ainsi, par exemple, pour démontrer la généralité de l'équation (2), 
on développera le second mémbre de cette équation en série ordonnée 
suivant les puissances ascendantes de 4, par le moyen des formules 


: m°g"t  mgt 





1 
em gti TE 2 + hrs 
I | RS À 
E.+ mgt? 
COSM'L EIRE ee 0 
1.2 
2-3 
… è, S. 2, LUN SEM 
sinm*pe"t—=m"eg"t— . 
5 5 OS DR 


Cela posé, si l’on fait, pour abréger, 


ÿ cosmæ[é(m)+EËE(m)+o(m)] dm—= f(x), 
(0 


Ÿ fl cosmalé(m) —E(m) + ÿ(m)imédm 1 (æ,. 
Aie 


En 


Ÿ  cosmæ[t(m)+E(m)— o(m)]m dm—t{x), 





DJ cosmeçt(m — E(m) — Mi net do be) 


| 


\ 
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on trouvera 




















| 9 à , PTS 
Le : gt: (2) g'us d‘f(x) 
nn 1.2:93;4: de’ sr 24:20:58: 08 
Û 5 
o g” t5 Œfilx) 
ar Fe . 
ref NES, Has, dx? 
(5) 
gt? g° 46 &f.(x) 
o Ent . 
ee fa(æ) 1.2.9.4.5.0, dr? 
3 ÉD 
AL NS RE PET SRE LL EUR 
| air 2349.67. dr? + 


Cette valeur de Q, étant tout à fait semblable à celle qu'on déduit 
directement de la première équation (r) par la méthode des coefficients 
indéterminés, sera la plus générale possible, si les fonctions 


fæ), fix), Rx), Rx) 


restent entièrement arbitraires. D'ailleurs, comme, sans restreindre ces 
dernières, on peut toujours déterminer, par la méthode de la Note VII 
appliquée aux équations (4), les valeurs respectives des fonctions 


G(m) +é(m) + o(m), 
E(m) —E(m)+4(m), 
E(m)+ËE(m)— o{m), 
G(m)—£ë(m)—yim), 


et par suite aussi celles des fonctions 


E(m), ë(m), o(m), V(m)}, 


on peut conclure que la formule (2) est l'intégrale générale de la pre- 
mière des équations (1). 
On prouvera de la même manière que la seconde des équations (1) 


a pour intégrale générale la formule (3). 
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NOTE XL 


Les intégrales que nous avons obtenues dans les Notes précédentes 
ne peuvent être, comme on l’a vu dans le Mémoire, appliquées direc- 
tement à la théorie de la propagation des ondes. Mais, pour en déduire 
les lois du mouvement, il a fallu commencer par substituer aux fonc- 
tions arbitraires comprises dans ces intégrales celles que fournissent 
immédiatement les données de la question. Les substitutions de ce 
genre se réduisent en général à l’un ou l’autre des deux problèmes 


suivants. 


ProgLème 1. — $ et y étant des fonctions données d'une seule variable, 


et la fonction f étant assujettie à vérifier l'équation 


(1) >. cosam f(m)dm — ie (a 


déterminer la valeur de l'intégrale 
2) > | cosam y(m) f{m) dm, 
1. 
exprimée seulement par le moyen des deux fonctions connues + et #. : 


ProgLème I. — $ et y étant des fonctions données de deux variables, 


et la fonctions f étant assujettie à vérifier l'équation 
: ee | [A2] nn ; # À 
(3) . cosam coscrn fim,n)dmdn—S{a, c), 
Lu 0 
déterminer la valeur de l'intégrale 
LEA 12 
À) Ÿ [ [ cosam cosen y(m,n) f{m,n)dmdn, 
v 0 v0 


exprimée seulement par le moyen des deux fonctions + et ÿ. 
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Solution. — Pour résoudre le premier problème, il suffit d'observer 
qu'en vertu de la Note VI [équation (3)] on a en général 


(5) (m) = { [ cosma Cosuw y(u.) du ds. 


En substituant cette valeur de y{(7#2) dans l'intégrale (2), et ayant égard 
aux formules 


2 COSam COSMmw — CoOsm(a + w)+cosm(a—w), 
—- 


2 sinam cosmw = sinm(a+w) + sinm(a—w), 


d'où l’on conclut aisément 


d > cosam cosmaf(m)dm=Y | cosm{a+x)f{m)dm 
"0 0 
+Y f cosm(a—x)f{m)dm 
0 


—$(a+w)+f(a—v), 
On trouvera que l'intégrale (2) se réduit à 

[7 [cour Y(m)LF(a + w) + f(a — 5)]du dy 
= { | Cosu® y(u 0 ds dy. 


Comme dans la dernière de celles-ci on peut changer 5 en 5 — &, sans 
altérer les limites, on obtiendra enfin l'équation 


GY f cosam 7{m) f(m) dm = = | À cosu(w — a) y() $(w) dx du. 
0 v—ov0 


Cette équation fournit la solution complète du premier problème. 
De même, si l’on substitue dans l'intégrale (4), au lieu de y(#, n), 
sa valeur [vorr la Note VIT, équation (3)] tirée de l'équation 


(7) Y(m,n)= ne de. Le. cos m& COS COS Rp COS» 7 (1, v) du dyd& dr, 
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on obtiendra, par une analyse semblable à la précédente, la formule 


à 1 cosam coscn y(m,n)f{m, n)dmdn 
le 1 fe Jose w—a) cosy(p—c) y(u,») #(w,p) dudydwdp, 


qui sert à résoudre complètement le second problème. 


Exemple I. — Supposons qu’étant donnée l'équation de condition 


a E Le] 
(9) Y [ cosam f(m)dm— £{a), 
0 
on demande la valeur de 
(10) DS [ cos am el" f{m)dm, 
0 


exprimée au moyen de f, b étant une quantité négative. 
Pour faire coincider la valeur de g, avec l'intégrale (2), 1l suffira de 
faire y(m) — e?”; et par suite l'équation (6) donnera 


=r À cosu(s — a)e- C0 (5) do du. 
—œ 0 


DCE + 


(© —a}? 


D'ailleurs, on a 





cosu(s — a)e-(Cbübdu = — 
J P ] DE VIE 


La valeur précédente de g, se réduira donc à 
ne Cu 1 r do 
(11) nee M croire 2° 


ce qui s'accorde avec l'équation (31) (1"° Partie). 





Si l’on suppose que (— b) s’évanouisse, l’intégrale 


(— b)de 
fe Te ape 


n'ayant alors de valeur sensible qu'entre des limites de 5 très rappro- 





NOTE XI. 15 


©: 


chées de a, sera une intégrale singulière, et aura pour valeur 


9 * {—b)d 





ce qui vérifie la valeur de Q, (1 Partie, Section I, n° 4). 


Exemple II. — Supposons qu'étant donnée l'équation de condition 





co L 2 
(12) Sf [ cosam coscn f(m,n)dmdn—%{a,c), 
: 0 +0 


on demande la valeur en f de l'intégrale 


; LE 2 x * 
(13) go _. + cosam coscneb(#+#} f{m, n)dm dn, 
; 0 0 


b étant une quantité négative. 
Pour faire coincider la valeur de g, avec l'intégrale (4), il suffira 
de faire 


y(m, n) — ebtm+ n°) ; 


et par suite la formule (8) donnera 
(14) q= à | à J +. cosu(m--a)cosv(p— c) eV Fo, p) du dy do do. 
nT 0 0 … — © 


Cette valeur de g, se présente sous une forme assez compliquée; mais 
on peut la simplifier par les considérations suivantes. 
On a, en vertu de la formule (5) (Note IT), étant supposé négatif, 





n à LS PO dre 
ebtui+v)5 — — [ e 7. 0: 
» 
“ 


et par suite 
ie J cosp{æ — a)cosy{(p — c) eëtu+%) du dy 
0 0 : 


de pe no pa ui, D 
PRES f : [ e #0 4% cosu(w — a) cosv(p — c) du dy d9 
2 vo vo vo 


- 


8 RP USE REA ’ 2Ü{(æ — a) 28(p—c) 
= — L É Î EUR Go TT y cos Al ie du. dy 6? d9. 
r?b2%0 vo vo 


20. 
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Dans le dernier membre de l’équation précédente, on peut facilement 
effectuer les intégrations relatives à et à v au moyen de la formule (4) 
(Note IT) et l’on trouve, toutes réductions faites, 


ff cosptm— «cos — 0 eb(u? + qu dy 
“0 vo 


2 a (o—a)+(e—c)? 
More ERA 
= J CRT) ge de 


 . ; 
= PEN. foret 
[+ (m— a+ (o— cp ve 





rx(— b) 





28 + (0 — a+ (0 — 6)] 


> 


Cela posé, la formule (14) se trouvera réduite à 


(15) “Uè— En f J f(æ, p) ds do :; 


mets  [+(m—aP+(p— 0] 





CAES 


ce qui s'accorde avec l'équation (44) de la première Partie du Mémoire. 
Si, dans l'équation précédente, on suppose (— b) très petit, l’in- 
tégrale 


(16) 7 [ ft, p) (— b)do do 
— © %_ [b2+{æ—-a}+{p—c)?] 





béls: 


n'aura plus de valeur sensible qu'entre des limites de & très rappro- 
chées de a, et des limites de o très rapprochées de c. D'ailleurs, si l'on 
suppose les intégrations faites entre ces dernières limites, on aura à 
très peu près, pour toutes les valeurs de 5 et de p, 


et par suite 


[F5 o) {— b) di do ta c) ff (— b) di do . 
[é2+( GE | ” 


5—at+(p—c) [+ (rm — 024 (p— 0) 








Enfin, comme 5 et » doivent très peu s’écarter de a et de c dans l'inté- 
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grale 
(— b) dx do 
(17) FL 
Eb2: + "+ 


on fera, pour remplir cette condition, 





(ue pe 
(18) : 
lp=c—b#; 


et les nouvelles variables £, £ pourront alors obtenir des valeurs posi- 
tives ou négatives très considérables, pourvu que ces valeurs ne soient 


+ \ I a! ’ . , , . . 
pas comparables à ++ Cela posé, l'intégrale (17) se réduira sensiblement 


de res 
(ERA EEE > 


ES Gi 0 


à la suivante 


| 


prise entre de très grandes valeurs négatives et de très grandes valeurs 
positives des variables £ et Ÿ; c’est-à-dire, à très peu près, à la même 


intégrale prise entre les limites. 


De plus, si, dans cette dernière intégrale, on change successivement. 


2 


1 +2 


F Le dé VE? dE É d£ œ VE? d£ 
= ; == RNA RUES Ts re iu D la 
3 2 3 
£9 72112 FE je 1 à p2\2 
S S Ë 


Donc enfin l'intégrale (16) sera 
; O 





» ce qui n’altère pas les limites, elle deviendra 





æ 
2r (a, cC); 


d’où il résulte que, pour une valeur nulle de b, le second membre de 
l'équation (15) se réduit simplement à 


#(a, c). 
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Exemple II. — Supposons qu’étant donnée l'équation de condition 

| ir sv: + 
(19) eh) cosma V{m) m*dm—F({a;), 

(nf Eu 

on demande la valeur de 

1 e + + +. 
(20 Ÿ= —— ÿ | cosmæx Ccosm°g*t L(m) m°dm 

. 

exprimée au moyen de la fonction F. 


Pour faire coincider l'équation de condition donnée avec l’équa- 
tuion (1), 1l suffira de faire 





Pour faire coincider en outre l'intégrale (2) avec la valeur de y, il suf- 


fira de changer a en x, et de faire 


l= 
<= 


y(m)= côs m°g°t. 


s 
Cela posé, l'équation (6) donnera 
ÿ= f F cosp(s — x) (4) F(s)dodp, 
et 0. 2/10 


ou, ce qui revient au même, 
| [ 2 10 1 € 
(24) nl 1 cosp(a -— x)cosu"g"t Fix) ds dy. 
— mn 0 


Cette valeur de y est précisément celle que nous avons employée dans 
la seconde Partie du Mémoire [ équation (58)|. 


Exemple IV. -— Supposons qu'étant donnée l’équation de condition 


(22) æ [ cosam o{m)dm— (a), 
“+ 
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on demande la valeur de 


o LOU 
(23) Q=Y à cosmx cosm*g"t o{m)dm 
v0 


exprimée au moyen de f. 


En raisonnant comme dans l'exemple précédent, on trouve pour la 
valeur cherchée 


T 


V2 v0 


C2 2 1 1 
I ro À 
(24 = — cosu(æ — x) cosu?o°t (5) dwdu 
| 24 EX / Î o VJ F2 


ce qui s'accorde avec la seconde des équations (64) (II Partie ). 

La première de ces mêmes équations se démontre avec la même 
facilité. 

On peut remarquer que la valeur de y donnée par l'équation (21) et 
la valeur de Q donnée par l'équation (24) sont les mêmes, à la diffé- 
rence près des deux fonctions F et f. 


Exemple V. — Étant données les équations de condition 





C2 œ 1 
I Tr Ë à 
| ) ( i cosam Coscn Y{m,n) (m?+n?)"dmdn— Fa, c\, 
c] 0 0 


g"0 
L 2 LE % 
| > A J CoSam COSCr @{m, n)dmdn—F{a, c), 
© 0 0 : 


on demande la valeur de  - 


(25) 


Î La La 1 & 
| Q =Y | Î COSMmx COSnz COS(m?+ n?)"9"1 o{m,n)dmdn 
0 0 
(26) : 
1 


| +V [ [ COSMX COS 23 sin(m?+ n?) gt Lim, n)dmdn 
se 


\ EE 2 


exprimée au moyen des deux fonctions F et f. 
Cherchons d’abord la valeur de l'intégrale 


> © E +] 4 
(27) >| ji COS mx COSnz Cos(m?+ n°) 
0 0 


exprimée par le moyen de la fonction f. Pour trouver cette valeur, il 


12|— 


{'oim, n)dmdn, 
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suffira évidemment de remplacer dans l'équation (8) a etc paræets, 
puis la fonction / par la fonction +, et de faire 


Fu 
y(m,n)=cos(m +n?)"g"t. 


Ainsi la valeur de l'intégrale (27) sera 
2 LE 2 L 2 æ LÉ AU - 
(28 il J L Î cosu(æ — x) cosv(p— z) cos(u?+v?)'g" tif (0, p) dudydwdp 
4. 0 0 EE RU 


On peut, au reste, obtenir la même intégrale sous plusieurs formes dif- 
férentes, ainsi qu’on va le faire voir. 
Lorsque, dans la première des équations (3) (Note VI), on fait 


TE mt De 
1 
ñ 


1 
Fifa) = cos{(u?+1?)"g"#4, 


on trouve 


i œ co re 
: GT p : + 
cos(u?+ 2?) gt=? f Î cos(u?+v?)m cosmn cosn'g*tdm dn. 
. 0 û . 


4 1 
Si l’on substitue cette valeur de cos(u?+?)"g*1 dans la formule (28), 
on pourra effectuer les intégrations relatives à 4 et à v, et l’on trouvera, 


en vertu de la seconde formule (13) (Note IT), 


Î [ cos(u?+2)m cosu(æ — x.) cosv(p — z) dp dy 
0 +0 





Par suite, la formule (28) deviendra 


72 n DE œ 1 1 2 2 dj 
14. [(m—-zx}+(o—z)? | dmdn ; 
(29) — cosmn Ccosn'g"t sin ÉsEaP (5,0) dwdo. 
UE CN Le D ciue 4m ni 


e ik ; I ; É 
Si dans cette dernière on fait 2 — PA AE obtiendra la suivante, 


æ C2 10 1 x RE”. DA : Ph 2 ” 
(30) — [ à | : cos(uv)" g*t cosy nie À æ it S{w, p) du dydwdp, 
0 0 —®0 © — © 











27? 
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qu'on peut aussi mettre sous la forme 


1 2 


+ + (& — 2 (o—z}lu >, 
Gr} = ff fr fs cos{uy)"g"t siny cos 4 me mi y F(w, p) du.dy dodo, 





en échangeant l’une contre l’autre les deux variables y et v, après que 


l’on aura remplacé 





—. (mr te 2" 


{(m—x}?+(p— 2}. 
7 


Ÿ. 





y par 


On a donc enfin 


L 
034 ‘e cosmæx Cosnz cos(m?+ n?)'2 


PE : m—x)}?+(p—2}? > 
& =] 1e f ee cos (uy)'g"£ siny cos! n Cl 2. S (5, p) du dy di do, 
2 


la relation qui existe entre les fonctions # et © étant déterminée par 


fae)=Ÿ f f cosam coscn o(m,n) dm dn. 
0 0 


© Si dans l'équation (32) on remplace 


1 
PC 


to(m,n) dm dn 





l'équation 


s 
2\4 


o(m,n) par —— Y(m,n)(m+n Le 
g'Ô 


on trouvera de la même manière 


7% D œ 4 n " 
e >] À cosmaæ cosnz cos(m?+n2)"g%t V{m,n)(m?+ n?) dm dn 
20 


(33) 





E + 2 ONE 
cos {uy)'g" 1 siny cos | ss — — y F{s, p) du dy di db, 





Fe 


pourvu que la fonction F soit donnée au moyen de Ÿ par l'équation 


œ Ed L 
F{a, c) = y /f À cosam coscn Lim,n)(m?+n?) dm dn; 
g°0 o vo 
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(34 A 
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c’est-à-dire, pourvu que les fonctions F et 4 aient entre elles la relation 
que suppose la première des équations (25). | 

Si maintenant on intègre depuis £ — o les deux membres de l’équa- 


L s 
tion (33), et que l’on fasse passer le diviseur g*5 en multiplicateur 
dans le second membre de l’équation, on trouvera 


2 0 cosmæx COSnz Sin{m?+ 7? L a #4 Lim, n)dmdn 
( 











LE el oi 1 sin (1) ef 4 sin cos © RE FE b a Fr, p) de do 49. 


(uv) 
En vertu des formules (32) et (34), la valeur de Q donnée par l’é- 
. (26) devient 


sol 
Fe 


Fe. 
sin (uv) { siny cos Liu) 


se _F{s, p) dù do — de 2 

















(av) 
æ ne LA He —"7)2 5 
Phan re - f cos (uv) 2? 1 siny cos es | a 1# F(&, p) du do du. dy; 


27° à 





ce qui s'accorde avec la seconde des équations (80) (II Partie). Un 
calcul absolument semblable fournira la valeur de g; et d’ailleurs il est 
aisé de s'assurer que, pour déduire dla valeur de g de celle de Q, ül 
suffit de remplacer, dans le second membre de l'équation (35), les 
deux quantités 


PRES 
| 


0 
PA 


0 


e 
sin(uv)'g?t, cos(uy)"g*t 


par les produits 


|= 


“À 
L 


, er cos(uv)'g"t. 


[M 


4 
POULE sin (uy)"g" 





NOTE XII. 


On peut tirer de l'équation (6) (Note précédente) cette conséquence 
remarquable, que, si la fonction f(a) est nulle pour toutes les valeurs 
de a, l'intégrale (2) s’évanouira. De même, en vertu de l'équation (8), 
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si la fonction (a, c) est nulle pour toutes les valeurs de a et de c, 
l'intégrale (4) sera nécessairement égale à zéro. Il suit de là que l'é- 


quation 


(1) > [ cosam fm) dm nn cosam | (m) dim 
V0 0 


entraine la suivante 


AL P2 
2 cosam y{m) f{m) dm — cosam y{m) | (m) dm. 
7 | \ y AA \ } 
0 0 


En effet, la première équation pouvant être mise sous la forme 


à fs cos am Lim — fm | 0 F 


on peut y considérer (mn) — [(r) comme une seule fonction de #7; et 


si, dans cette hypothèse, on détermine par la Note précédente la valeur 


a — | - 
» [ cosam y(m) Lim) — fr) | dm, 
V0 : 


on trouvera que cette intégrale se réduit à zéro; ce qui vérifie l’équa- 
tion (2). 
On prouvera de la même manière que l'équation 


(3) 41 + cosam coscn fim,n) dm dn =\ Î : cos am cosen }{m, n) din dn 
o vo vo vo 


entraine la suivante 


x 2 Le 24 } 
(4) Ni f cosam coscn y{m,n) fim,n)dmdn D [ cosam CosCn y{(m, n) | (m, n) dm dn. 
D +0 0 0 


A l’aide de ces remarques, il est facile de prouver que, dans la valeur 


de l'intégrale 


générale de Q déterminée par l'équation (50) de la seconde Partie du 
Mémoire, les fonctions £(m) et Ë(m) doivent disparaitre. En effet, soit, 


21. 
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16% 
pour abréger, 
+ 


LA 
cosm*g"t o{m)+sinm 





(3) 
l'équation (5o) se trouvera réduite à 


(6) 0=Ÿ f cosmz [fitm,t) + fiim,t)]dm; 


et, comme elle doit s’accorder avec la première des équations (49), on 


aura nécessairement 
ù [ cosmæ f(m, t) dm \ l cosmx [fi(m,t) + falm,t)]dm, 
«0 éd V0 


d’où l’on conclura, en vertu des principes qu’on vient d’établir, 


na ca L 2 
\ 1 cosmæx fim,t) mdm —) ; cosmaæ | fi(m, t) + fr(m,t)]mdm 
ad /) 0 


Par suite, la troisième des équations (49) (II° Partie du Mémoire) de- 


viendra 
V—— D /f cosmax [ film, t) + film, t)]mdm. 
0 . 


(7) 


On à d’ailleurs, en vertu des équations (45) (II Partie, Section I) 








En substituant dans cette dernière formule la valeur de Q donnée par 
l'équation (5o) (II Partie), on trouvera 
 — D) k cosmaæ [ fi(m,t) —film,t)]mdm. 
0 


(8) 
Pour que cette seconde valeur de V soit identique avec la première, il 











QesE THE 
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faut nécessairement que l'on ait 


(9) Ÿ F cosmæx film,t) mdm—o, 
0 


et par suite 


(10) Dei cosmæx film,t)dm—o. 
0 


En vertu de cette condition, la valeur de Q donnée par l'équation (6) 
se réduira simplement à 


Q=Ÿ Je cosmx f:(m,t) dm 


ra #3 
1 D É cosmx [cosm?s gt o(m)+sinm gt DT dm. 
v0 





Ainsi les deux fonctions arbitraires Ê(m), £(m), disparaissent complè- 
tement, et l'équation (5o) se trouve réduite à la seconde des équa- 
tions (54) (II° Partie). 

En vertu de ce qu'on a dit ci-dessus, la condition (ro) entraine la 


suivante 
(12) D. cosmæx er f,[m,t) dm—o; 
0 


d’où il suit que les fonctions arbitraires {{m), £(m), doivent encore 
_ disparaître de la valeur générale de g, et que cette valeur doit se ré- 
duire à celle que fournit la première des équations (54). 

En appliquant à la valeur générale de Q, déterminée par l’équa- 
tion (73) (HI Partie), des raisonnements absolument semblables à ceux 
qu'on vient de faire, on prouverait facilement que les deux fonctions 
arbitraires £(77, n), £(m,n), doivent complètement disparaitre du 
calcul; ce qui réduit les valeurs générales de g et Q à celles que four- 
nissent les équations (76). 
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NOTE XIII. 


Je terminerai ces Notes par une remarque qui sert à confirmer la 
justesse de nos calculs. Si l’analyse que nous avons employée est 
exacte, les diverses valeurs que nous avons trouvées pour Q doivent 
satisfaire, dans le cas de deux dimensions, à l'équation 








et, dans le cas de trois dimensions, à l'équation suivante 


(9) ee (on + on )=e 

se }L' D \ 0x? oz? 

ar suite, l’ordonnée y de la surface et les vitesses U, V, W, qui sont 
respectivement proportionnelles à plusieurs coefficients différentiels 
partiels de la fonction Q, doivent aussi satisfaire aux deux équations 
dont il s’agit. On doit avoir en conséquence 


He 38 à Ms 
(9) on "Égss 
pour le cas de deux dimensions, et 

d'y d2y 2y 
(A ve > RUES = À — 
(4) ot" ju: ( un =) pu 


pour celui de trois. Il est aisé de reconnaitre qu’en effet les valeurs 
trouvées pour y satisfont aux équations précédentes. 

Ainsi, par exemple, en supposant les impulsions nulles à l’origine, 
et la hauteur primitive des ondes fort petite, nous avons trouvé dans la 
troisième Partie (Section I, n° 7) 


= 
Ï 
| 
| 
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G. 5 K: , à cie , 
— étant une constante, et la valeur de étant donnée en série par l'é- 
de 
quation 
À K ot? 3 46 5 410 
(6) Ep — 
æ 24? .:,4.5.621 ,:,6.7.8.9:102! 


. .« K ’ . , . . . 

Cette dernière valeur de + vérifiant l'équation (3), ainsi qu'on peut 
s’en assurer directement par la substitution, il en sera de même de la 
valeur de y. 





* NOTE XIV. 


SUR LES PHÉNOMÈNES ATTRIBUÉS DANS LE MOUVEMENT DES ONDES A L'ACTION 
DE FORCES IMPULSIVES. 


Nous avons dit que le mouvement d’une masse fluide pesante pouvait 
être censé produit, ou par l'action d’une partie de cette masse, d’abord 
soulevée ou déprimée, puis abandonnée à elle-même, ou par l’action de 
forces impulsives primitivement appliquées à la surface extérieure. Que 
le fluide puisse être mis en mouvement par la première de ces deux 
causes, c'est ce qu’on ne saurait révoquer en doute. Mais une difficulté 
s'élève à l'égard de la seconde. En effet, l’on entend par force impul-" 
sive une force capable de transmettre instantanément à un corps une 
vitesse finie. Or il n'existe point de semblables forces parmi celles que 
l’on considère ordinairement en Mécanique, et que l’on soumet au 
calcul. C’est uniquement à l’aide d’une action continue et prolongée 
pendant un certain laps de temps, que la pesanteur, les ressorts, les 
attractions et répulsions de toute espèce, parviennent à communiquer 
à un corps en repos une vitesse sensible. A la vérité, dans certaines 
circonstances, par exemple, dans le choc des corps élastiques, la trans- 
mission du mouvement d’un corps à un autre a lieu dans un temps si 
court, qu'elle paraît instantanée. Mais on a tout lieu de penser que ce 
temps, quoique inappréciable pour nous, n’est jamais rigoureusement 
nul. En suivant cette idée, il semble qu'on devrait toujours, dans la 
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Mécanique, regarder une vitesse ou une quantité de mouvement, non 
comme une force, mais comme l'effet d’une force, et se borner à établir 
l'équilibre entre des forces motrices, c’est-à-dire, des pressions, ou des 
forces accélératrices, c’est-à-dire, des pressions rapportées à l’unité de 
masse. Néanmoins, dans tous les Traités de Dynamique, lorsqu'il s’agit 
de résoudre les problèmes relatifs au choc des corps, on a recours à la 
considération de forces impulsives, et les résultats auxquels on arrive 
de cette manière s'accordent, ainsi que M. Ampère l’a fait voir, avec 
ceux qu’on obtiendrait en se conformant aux principes que nous venons 
de rappeler. 

En revenant à l’objet de notre Mémoire, nous devons conclure que 
le mouvement des ondes peut être rigoureusement déterminé par nos 
formules, toutes les fois qu’il est produit par l’action d’une partie de 
la masse fluide, d’abord soulevée ou déprimée, puis abandonnée à elle- 
même. Quant à l’action de forces impulsives, on doit seulement la 
considérer comme une fiction propre à faire découvrir les phénomènes 
relatifs à l'espèce particulière de mouvement communiqué, dans un 
temps tres-court, au fluide, par un mobile qui serait venu frapper avec 
une vitesse finie une très-petite portion de la surface extérieure. 





* NOTE XV. 


SUR LA DÉTERMINATION DES QUANTITÉS DÉSIGNÉES PAR Q ET Q. 


Ainsi que nous en avons fait la remarque, les diverses inconnues que 


présente le problème des ondes peuvent toutes se déduire des deux 
quantités désignées par g et Q. Or, quoique l'analyse du n° 4 (IIS Par- 
tie, Section II) ne suffise pas, comme on le verra tout à l'heure, pour 
“établir rigoureusement l'équation (44) à laquelle la valeur de Q doit 
satisfaire, on ne saurait néanmoins élever aucun doute raisonnable sur 
l'exactitude des valeurs de g et de Q que fournissent dans la Section HI 


pbs 
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(IIS Partie) les formules (54) et (76). Prenons en effet pour exemple 
la valeur de g donnée par la première des formules (54) (HE Partie, 
Section IT). D'après ce qui a été dit dans le Mémoire, aux pages 21, 
56 et 59, il est clair, 1° que cette valeur vérifie l'équation 

®q  d°q 


(1) dx? y? — ©” 





sans devenir infinie pour des valeurs infinies et négatives de y: 
2° qu'elle rend identiques les deux expressions de la vitesse verticale V, 
c'est-à-dire, en d’autres termes, qu’elle satisfait à l'équation 








(2) de Ed — 


dans le cas particulier où l’on suppose y — 0. Ajoutons que les fonc- 
tions arbitraires comprises dans la première des formules (54) peuvent 
être déterminées par le moyen des valeurs initiales de g et de y corres- 
pondantes à la surface du fluide. Or ces différents caractères sont pré- 
cisément ceux auxquels on doit reconnaitre la variable g, lorsque le 
fluide se réduit à deux dimensions, sa profondeur étant infinie. Donc 
le problème des ondes, qui n’a certainement qu'une solution, se trouve 
résolu dans le cas de deux dimensions par les formules (54), dont la 
première entraîne la seconde, et par celles qui s’en déduisent: Il est 
d’ailleurs facile de s'assurer que la valeur de g, donnée par la première 
de ces formules, vérifie généralement l'équation 


dq dq . d?q 
3) Es 2 E + SE) 
3) on 8 (2 me he 
laquelle se change, pour y = o, dans l'équation (44) (HI° Partie). 
Au lieu de prouver a posteriori que la valeur de g, ci-dessus men- 
tionnée, remplit toutes les conditions requises, on pourrait, à l’aide des 
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principes établis dans le Mémoire, et sans recourir à l'équation (44) 
(IIS Partie), déduire directement cette valeur de la formule (48). Effec- 
tivement, la formule (48) (IIS Partie) étant admise, l'équation (2), qui 
doit être vérifiée pour y — o, se réduit à 


(4) 0 > | COSMmx | ie + gm f\m, | dm. 
0 


On satisfait à cette dernière en supposant la fonction /{m, t) assujettie 





à l’équation différentielle 


o — ie 2 à) + gm f(m,t), 


= 
QT 
C0 


dont l’intégrale générale, présentée sous la forme 
O 


1 


4 
(6) fim,t)= cosm*g"t o{m)+sinm? 


= 


a 
*» 


gt y(m), 


2 


conduit immédiatement à la première des équations (54) (1° Partie). 
Il reste à faire voir que la formule (4) entraîne nécessairement la for- 
mule (5), au moins pour toutes les valeurs réelles et positives de 7». 
Or, si l’on pose, pour abréger, 


2? film, t) 


37 + gm f(m,t)=y(m) 


les équations (4) et (à) deviendront respectivement 
(7) | To) 1h cosmæ y(m) dm, 

V0 
8) o—y(m). 


Ajoutons que, le second membre de l'équation (7) représentant une 
expression de la forme 


Le L LE 
1 cosmæx y,(m) dm + sinmx y2{m)dm, 
0 0 


la formule (8) doit être censée renfermer deux équations, savoir, 
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On aura done simplement à établir la proposition suivante. 


TnéorÈMe. — y,(m), y,(m), désignant deux fonctions de la quan- 
lité m, si l’on a, pour des valeurs quelconques de la variable x, 


(9) 4 cosmx gum) dm + f sinmæx y2{(m) dm — 0, 
0 0 

on en conclura, pour des valeurs positives quelconques de m, 

(10) Yi(m)=o, yi(m)—o. 


Démonstration. — Si, dans l’équation (9), on change x en — x, on 
obtiendra la suivante : 


(nr) Î cosmæx y,(m) dm — f sinmx y2[m)dm—o. 
0 0 F 
De cette dernière réunie à l'équation (9) on tire 


à cosmx y,(m) dm —o, 
(12) fe 

Î sinmx y2{m)dm —o. 

0 

Supposons maintenant qu'après avoir multiplié la première des for- 
mules (12) par cosuxdx, la seconde par sinuxdx, on intègre les 
deux membres de chaque formule par rapport à æ entre les limites 
æ — 0, x — %. Alors, en ayant égard aux équations (3) de la Note VI, 
on trouvera, pour toutes les valeurs réelles et positives de v, 


Snle)=o, Ty(u)=o; 


et l’on en conclura, pour toutes les valeurs réelles et positives de m2, 
Yi(m)=0o,; yifm)—o, 


ce qu'il s'agissait de démontrer. 
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Des raisonnements entièrement semblables à ceux qui précèdent 
serviraient, dans le cas de trois dimensions, à déduire de la for- 
mule (71) (I Partie) la valeur de g donnée par la première des for- 
mules (76). 

Revenons maintenant au problème proposé en tête du n° 4 (II Par- 
tie, Section IT). Comme, d’après l'énoncé de ce problème, les coeffi- 
cients différentiels de la fonction g sont des quantités infiniment pe- 
tites, dire que les équations (40) doivent être vérifiées pour des valeurs 
infiniment petites de y, c’est, lorsqu'on néglige les infiniment petits 
du second ordre, dire qu'elles doivent être vérifiées dans la supposition 
y = o. Or la première des équations (40), se trouvant réduite, par cette 
supposition, à l'équation (36), ne peut plus servir qu'à déduire de la 
quantité Q, censée connue, l’ordonnée y de la surface du fluide, et 
nullement à fixer la valeur de g ou de Q. C’est pour cela que, dans 
la page 53, la seconde des équations (43) ne contribue en rien à la 
formation de l'équation (44). Ainsi les seules équations qui, d'après 
l'énoncé du problème, aient dû être et aient été effectivement em- 
ployées à la détermination de la quantité Q, sont l'équation (59), 
subsistant pour des valeurs quelconques de la variable y, et la seconde 
des équations (40), supposée vraie pour y — 0. Toutefois la double 
condition de vérifier les deux équations dont il s’agit ne suffit pas 
pour déterminer complètement la valeur de Q, et laisse le premier pro- 
blème de la page 52 susceptible de plusieurs solutions, parmi lesquelles 
se trouve celle que nous avons donnée. On obtient celle-ci en suppo- 
sant que la seconde des équations (40) subsiste, comme l'équation (59), 
non-seulement pour une valeur particulière de y, savoir, y —0, mais 
encore pour cette valeur augmentée d’une quantité quelconque x, 
c’est-à-dire, en supposant qu'on a, pour des valeurs quelconques de y, 











(18) Oz: dpt 08” 
et 
0q dq 
/ pus À Le 
(14) 8 0y + PIE ue Oo 
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En effet, on tire alors de l'équation (14) 











ER 
psg OPA gr 08 | 
et, en substituant cette valeur de mi dans l'équation (13), on parvient 
à la formule 
à 0! _[dq  od? 
(15) ire (ri+S)= 0 


de laquelle on déduit immédiatement l'équation (44) (HS Partie) en 
posant y — 0. 

Telle est, quand on la présente de la manière la plus simple, la solu- 
tion que nous avons donnée. Or la supposition sur laquelle elle s’ap- 
puie se trouve légitimée par une condition omise dans l'énoncé du 
premier problème de la page 52, savoir, que la fonction g conserve 
une valeur finie pour des valeurs infinies et négatives de la variable y. 
Pour montrer comment il résulte de cette condition que l'équation (14), 
supposée vraie pour y — 0, s'étend à des valeurs quelconques de y, 
faisons 





s sera une nouvelle fonction des variables æ, y, 3, t, évidemment assu- 
jettie à la double condition de s’évanouir pour y —o, et de ne pas 
devenir infinie pour des valeurs infinies et négatives de y. De plus, 
s désignant une fonction linéaire des dérivées de g, l'équation (13) 
entrainera la suivante, 


d?s d?s d?s 


(ré) 0x? 7 Op | 02 











= 


qui devra être vérifiée pour des valeurs quelconques de y. En intégrant 
cette dernière par la méthode du n° 7 ("€ Partie, Section HIT), et assu- 
jettissant la variable s à la seconde des conditions ci-dessus énoncées, 
on trouvera pour cette variable une expression de la forme 


(17) À | cosmæx cosnz et*+n%)7 f(m,n,t)dm dn. 
0] 0 - 
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L'autre condition, en vertu de laquelle s doit s’évanouir avec y, don- 


3. Î cosmæ Ccosnz f{m,n,t)dmdn—=—o; 
0 0 


et l’on en conclura (voir les Notes XI et XII) que la valeur générale 


nera 


de s se réduit à 


(18) s == di 


Par conséquent, l'équation (14) sera vérifiée, quelle que soit y. 

Au xeste, l'équation (14) ne subsiste pour toutes les valeurs possibles 
de y, qu'’autant que la profondeur du fluide est infinie. Si, pour plus 
de généralité, l’on supposait, comme l’a fait M. Poisson, que le fluide 
repose sur un plan horizontal représenté par l'équation 


(19) rt 


(4 désignant une constante positive), alors l'équation (14) n'aurait plus 
lieu que pour y — 0, l'équation (44) (II Partie) disparaitrait, et les 
formules (48), (54), (71) et (76) cesseraient de fournir des valeurs 
exactes des variables g et Q. Mais il est facile de voir comment, dans 
cette même supposition, les formules dont il s’agit devraient être modi- 
fiées. Considérons en effet, pour fixer les idées, le cas de deux dimen- 
sions. La valeur générale de g, tirée de l'équation (r) par la méthode 
de la Note IX, au lieu de se réduire à celle que fournit l'équation (48) 
(HS Partie), conservera la forme 


4 Le) co fl 
(20) q >) . cosmæx e”Y f(m,t) dm +Ÿ | cosmx enr | m, t) dm; 
0 0 


et, par suite, la valeur générale de la vitesse verticale 


©! = 
HS 


deviendra 


1 Fi : 
— 3) / cosmaæ| emr fm, t) — enr J(m, | m dm. 
5 
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Cette vitesse verticale devant évidemment se réduire à zéro dans tous 
les points du plan horizontal sur lequel repose la masse fluide, on aura 
nécessairement 


o say f{ cosmale-ms fim, t) — ent tm, | m dm, 
0 


et l’on en tirera (en vertu du théorème précédemment démontré) 
emh f(m,t) — emh Fm é}2:0;, 
Fm t)—=e2mh fm, t), 


a æ 
(2r) g = — D) cosmax (er + e-m(y+2#)) fm, t) dm. 
0 


Cela posé, l'équation (2), qui doit être vérifiée pour y — o, donnera 





ed | cosm ae] (14 62m) TD gi — 62m) fm, 0) Jam, 
4 V0 - 


et l’on en conclura, toujours en vertu du théorème qu'on vient de rap- 
peler, 


0? f{m, t) 1—e-?mh 
SAV We Hem Jim, l) RS 4 Le 


(22) 
Telle est l'équation différentielle qui, dans l'hypothèse admise, rem- 
place la formule (5). Si maintenant on fait, pour abréger, 


l— e-?2mh 


(23) nr open La 


on reconnaitra que l'équation (22) a pour intégrale générale 


(24) flm,t)= cosM 2? : o(m) + sin Mg t d(m). 


En combinant cette dernière formule avec l'équation (21), et déduisant 
la variable Q de la variable g par la supposition y — 0, on obtiendra, 
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au lieu des équations (54) (II Partie), les deux suivantes : 


| 2 RS. 
D \ cos O0 M? y? LA my + e-m(y +2) d 
4 ad J ren ê fe . ) ? m ) m 


L . L S.à 
+Ÿ | cosmæx sinM°g*t (enr+e-"(r+2%)) L(m) dm, 
0 


D 
Qt 


: 11 
o=ÿ" f cosmæx CosM°g*t (1+e-?%#) o{m)dm 
é 


il 





LE) É 
+Ÿ | cosmæ sinM°g*t (1+e-?2#h) W{m) dm. 
\ 0 


En opérant de la même manière dans le cas de trois dimensions, et 
supposant toujours que le fluide repose sur le plan horizontal repré- 
senté par l'équation (19), on obtiendrait, au lieu des formules (76) 


(IIS Partie), celles qui suivent : 
/ = _ à <8 : 
g D J cosmæ cosnz COSN°g" 4 (een +n y + em +n)(r+24) ©{m, n) dm dn 
0 0 


L_ 2 LE A 4 1 1 
+ÿ 1 ( cosmæx cosnz sinN°g"t (ecm+ns) y + e-(m+n}(7+2h) L{m, n) dm dn, 
7-0 


A 
(206) 


Q =ù À cosmæx cosnz COSN°g"t (+ e-20m+n2)4) o(m,n) dm dn 
0 0 


| "pe it 
| + Î [l cosmæx cosnz sinN°2*t UE e-2(m°+n)4) (m,n) dm dn, 
\ 6." 


la valeur de N étant 


L 

. Ten" er) 

(29) Ne —(m+n?). 
1+e-2trn+nt)fh 





Il est bon d'observer que les équations (25) et (26) se réduisent immé- 
diatement aux formules (54) et (76) de la deuxième Partie, lorsque la 
profondeur du fluide devient infiniment grande, c’est-à-dire, lorsqu'on 
suppose 


n =D; 


Si l’on supposait au contraire la profondeur À très-petite, on aurait 


{ 


NOTE XV. 17 
sensiblement 
(28) M=—mh, N=(m+n)h; 
et les valeurs des variables g, Q, deviendraient à tres-peu près, dans le 
cas de deux dimensions, 


| . PARC 
= Ÿ É cosmæx cosg* h*mt(enr+e-"r) o{m)dm 
0 ; 


+ Y cosmæx sing*h?mt (er + e-m"r) L{m) dm, 
! 0 - 
Re) RE 


* HU 
DA cosmæ cosg” h° mt o{m)dm - 
0 


” 1 
+ Ÿ f cosmæ sing*h*mt L(m)dm, 
0 L 





| 


et, dans le cas de trois dimensions, 


| = ne ds 1 
— ne | cosmæ cosnz cosg? h'(m?+n?)2t (etm+#)%7 + e-(m+x} 7) ©(m, n)dmdn 
0 © , 


> AE à 1 1 


2] «= 1 L [ ni 
+ Ÿ [ L cosmax cosnz sing*h*(m?+n?)"t (ecmi+n) y + e-(m+n) y) L(m,n)dmdn, 
V0 vo 
(30) 
pe te 1 
Q = » [ Î cosmæx cosnz cosg* h*(m?+ n?)*to{m,n)dmdn 
; ré : 0 


+. .. n 
+2Ÿ [ | cosmæx cosnz sing*h*(m?+n?)t4{m,n)dmdn. 
0 0 


On peut remarquer que ces valeurs vérifient, dans le premier cas, les 


équations aux différences partielles 











DL Pr La 
de? RCA 7 à 
(1) 
»Q_ 420. 
de — 8h Gx2) 

















ot? dx? 02? 
(32) 

22Q Le 2Q  0d2Q 

dt? ©? \ox? 02? 
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Parmi ces équations aux différences partielles, celles qui se rapportent 
à la variable Q se trouvent dans la Mécanique analytique. Comme elles 
sont entièrement semblables à celles qui, dans la formation du son, 
déterminent les petites agitations de l’air réduit à une ou à deux di- 
mensions seulement, et que, pour passer d’un problème à l’autre, il 
suflit de remplacer la profondeur 2 d’un fluide incompressible, suppo- 
sée très-petite, par la hauteur de l’atmosphère supposée homogène, on 
doit conclure avec M. Lagrange que la propagation des ondes, dans 
l'hypothèse admise, suit précisément les lois de la propagation du son, 
et que par conséquent le mouvement des ondes est uniforme. 

Il serait très-facile d'appliquer aux formules (25), (26), (29) et (30) 
les transformations que nous avons fait subir, dans le Mémoire, aux 
équations (54) et (76) de la deuxième Partie, de manière à substituer 
aux fonctions arbitraires © et Ÿ les fonctions $ et F qui servent à expri- 
mer la valeur initiale de Q et l’ordonnée initiale de la surface du 
fluide, ou, ce qui revient au même, la valeur initiale de = Æ.: En 
effet, les valeurs transformées des variables 4 et Q se déduiront immé- 
diatement des méthodes exposées dans la Note XI. Concevons, par 
exemple, que, la quantité 2 étant très-petite, on demande la valeur 
générale de Q relative au cas de deux dimensions. Alors, en désignant 
par 

be Fias ee Qi), 
les valeurs initiales des variables 
Li Vs 3 Q, 


L 4 


pour un point primitivement situé à la surface du fluide, on conelura 
de la seconde équation (29), par la méthode de la Note XI, 


0: rs 0 E cos g° à fà ut cosu(s — x) $(5) du di 
(33) | | 
__gè di : s: 
Are 2e | ch ut cosp(s — x) F{w) du dx. 
\ © do FT 
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D'ailleurs, si, dans l'équation (6) de la Note XI, on pose y(m)— 1, on 
en tirera 


(34) f{a)— 2 f J cosu(m—a) fs) du de. 


Par suite, en ayant égard à la formule 


Lee ne 
cosg” ut cosp(æ — x) = {| cosu(æ — x —1 gh) + cosu(w —x+1Vgh)], 


on trouvera 


æ pe T1 , : ee ce 

= [ L cosg”h pt cosp(m — x) $(w)dudo—!{|f(x+tygh)+$(x—1ygh)|. 
VE ds 

En vertu de cette dernière formule, la valeur de Q se réduit à 


Q= TSX + 1 Vgh) + (x — 1 Vgh)] 
(35) { #4 
( & [tr zx +tygh) + F(x—1ygh)] dt. 
Concevons encore que, la quantité 2 restant très-petite, on demande 
la valeur générale de Q relative au cas de trois dimensions. Alors, en 


désignant par | 
4, C,,0= Flac} et Qo—#(a,c) 


les valeurs initiales de 
HE 


pour un point primitivement situé à la surface du fluide, on conclura 
de la seconde équation (30), par les méthodes de la Note XI, 


2 or cf e 
si 1 dre : COS g Zè ( (uv) Fais cos E— “à _ 8 L (x, p) du dydw do 
—— 
{ 


1 res 
+8 [ af” PE prete (uy)?4 siny cos © +. 


Si l’on fait, pour abréger, 





penel Le Fo, p) du.dy dx do. 





(37) a —zx?+(p—:PF=r, 
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et que l’on remplace y par D on tirera de l’équation (36), par un 


calcul semblable à celui de la page 106, 


LL de Go) dm 
0 0 “90 So 


LE: À) 


ou, ce qui revient au même, 


Se 
2 


[LS [sin EEE sin +») Fe) TES 


me mg h u°v?1 


os I >: FL Î ‘ sin 2(8% #2) t snth») di eee, 


—— @ 


2 o? hp? ni | 2,2} 
27r?g° h u°y°r 


Il ne s’acit plus que de réduire la valeur précédente de Q à la forme la 
Slt plus q | 

plus simple possible. Or, si l’on intègre par rapport à #, et à partir de 

Æ—%, les deux membres de la dernière formule de la page 128, on 


trouvera 


(39) E de eh v sin a+») EP — k 5" 


E 


e°v (1+ x) 





Si l’on remplace dans celle-ci # par 24 ÿ— 1, elle deviendra 





Ke 1 
40) JA les y? AN or sin2kpu° Ti) stile ES er 
o vo uv? Vi—/#? 





et donnera le moyen-de fixer les valeurs des deux intégrales 


pe aa 
4 d cos 2 ku° y° nie ee 
0 0 ? 


“+ 
Je fon ? sin(u + ») È ” 
pv? 
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Mais ces valeurs, calculées dans la supposition que la quantité # reste 
réelle, seront différentes, suivant que lon aura #1 ou ÉniuE 


d'abord, si l’on a 
HAUT, 


Vi — Æ étant une quantité réelle, l'équation (40) donnera évidem- 


PE +5 do. dy Tr 
cos2k pv" sinfgu + v) 5 = >) 
o vo Vi— k? 


PLACE 
æ ne LE 
à: F sin 2 # u° v° (RE Se v: 
0 0 u?y? 


Si, au contraire, l’on suppose 


ment 





(1) 





k>Y, 


TT FT ’ à : S = 
— — étant alors Imaginaire, et pouvant 
Vi—kt  ÿh?—1V—: 


être mise sous la forme 








l'expression 


de eur 
Vi" s 





on tirera de l’équation (40) 


Es ++ du. dy 
|  cos2kpr v* sin(u+v)—5 7 —=0, 
0 0 “HT | 











(42) Ce 
rs dy. d: 
{ u. dy T 
ia . sin 2 4 u°v° À ain (x + ») + = —= - 
PAPE Vk?—:1 





On peut donc affirmer que l'intégrale 
(43) $ p. stat pr v° date 
0 0 23,3 


sera toujours nulle pour des valeurs de # inférieures à l'unité, et tou- 


jours égale à 





k2—: 
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lorsqu'on aura #1. On arriverait directement au même résultat, 
sans passer par l'imaginaire, en posant 


SEM; HUM", 


ce qui changerait l’intégrale (43) dans la suivante 
| [l 2sin2kmn sinm(i+n?) dm dn; 
0 0 


puis appliquant à la détermination de cette dernière la méthode que 
nous avons employée dans la Note VI pour établir la seconde des for- 
mules (3). Concevons à présent que dans l'expression (43) on fasse 


x — (Vel 





y 
Fr 


on obtiendra l'intégrale double 


dont la valeur sera 


suivant que la quantité 


JA 


Peer % ie 4) 
sera supérieure où inférieure à £ÿgh; et l’on en conclura que la valeur 


de Q, donnée par l'équation (38), se réduit à 


Q : SRE nl F(w, p) da do 
Li [eh — (ù— 2)? — (p — 2)°] 


t d 2 ds dp 
me » pe di F( D, p) 1° 
2m Vgh AJ. [ght—(m—x)—(p— 2) 








fi 








: 
| 


chaque intégrale double devant s'étendre à toutes les valeurs de 5 et 
de ? qui vérifient la condition 


(45) (D—æP+(p—:P<ghe. 
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Pour qu'il en soit ainsi, il suffira d'effectuer en premier lieu l'intégra- 
tion relative à 2 entre les limites 








p=z—Vght—{(o—-x), p=z+Veht {5 — x}, 
et, en second lieu, l'intégration relative à & entre les limites 
m—x—t\gh, D —x+tVygh. 


Nous observons, en finissant, que la formule (44) fournit l'intégrale 
générale de la seconde des équations (32), dans le cas où l’on prend 
pour fonctions arbitraires celles qui représentent les valeurs de Q et 


I Ô x a < ù 4 
de zè el correspondantes à { = o. Si l’on faisait, pour abréger, 


89 S(x,y)= (x, y), 


alors les deux fonctions 


(x, rh H(x y) 


désigneraient les valeurs initiales de 














2Q 
Q et FT 
et l'équation (44) deviendrait 
/ V2 @a " = do 
Q= —— | fAtme) ALh : 
PEER ie ve Cghet— (mx) (p—3PT 
1 EL TT, ds dp 
sl +—= x) | fwr) D 
4 + A 1 
) 27 Vgh de wi) Ve [ght— (mx)? —(p — :}F 
Ppi—z—Yght—-(m—-x), ps—=3+vVght —-(D—-x); 





O1 — x — t)gh, mo = x + tygl. 


Si l’on considère dans celle-ci les deux variables 5 et 5 comme expri- 
- mant des coordonnées rectangulaires, et qu’on veuille leur substituer 
des coordonnées polaires dont l’une soit précisément la variable r, il 
suffira de supposer 


D—L—/COSX, p—z—rsin«, 


18% MÉMOIRE SUR LA THÉORIE DES ONDES. 


d'écrire partout, au lieu de di de, le produit rdrdx, puis d'effectuer 


l'intégration relative à r entre les limites 
PO PE tVgh, 
et l'intégration relative à l'angle « entre les limites 
ND Cri: 


Alors la valeur de Q prendra la forme 





| I tVsh has r dr da 
o—= Fa 1. J $i(x + r cosa, 2-4» sin) 
27 Vgh Vo Vghe—r? 
I d tVsh 2 : r dr dx 
ARE à (x + rcosa, 3 + r Sina) ————" 
27 Vgh l Vght?— r? 


Si maintenant on pose 
r=tsiné V£h, 


les limites de l'intégration relative à 6 seront 
É—6, DST, 


et, en ayant égard à la formule 


E ; 
L fine sin 8 dé=: | fisine) sin6 d8, 
0 0 


qui subsiste, quelle que soit la fonction É on trouvera définitivement 
+ p3 ge 
…. Q — Fe " si #, (orge cosa sin8, z+g*h*t sina site) sin8 dx d8 


d PE) é in. | $ 
7) + pa SJ J ü K) (x+ ge t cosx sin6, 2+g°h°t sina sin6) sin6 dx d3. 
| T 

On est ainsi ramené à l'intégrale générale que M. Poisson a obtenue 
pour la seconde des équations (32), dans un Mémoire sur l'intégration 


de quelques équations linéaires aux différences partielles. L'auteur à même 
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intégré l'équation linéaire à quatre variables indépendantes qui sert de 
base à la théorie du son, savoir : 


(48) De pl (Te 9?Q Fa): 


PIE dx? op de 


J'avais essayé moi-même autrefois d'appliquer à cette dernière les for- 
mules auxquelles je me trouvais conduit par mes recherches sur la 
théorie des ondes, et, après avoir déterminé la valeur de Q par une 
équation entièrement semblable à la seconde des équations (30), j'avais 
reconnu qu'on peut réduire le premier terme de cette valeur, dans le 
cas où l’on supprime une coordonnée, à la forme sous laquelle ce terme 
se présente dans l'équation (36). Enfin j'avais remarqué que, dans ce 
même terme, la double intégrale relative aux variables # et v peut être 
ramenée à une autre intégrale de la forme 


El 


A La À 
(49) J Î cos2k puy? sin(u + v) du dy. 
0 0 


Il ne restait plus qu’à déterminer celle-ci. On y parvient en rempla- 
çant # par 24 ÿ— 1, dans la dernière formule de la page 128, ou en 
différentiant, par rapport à #, les dernières des formules (4r) et (42), 
desquelles on tire, 1° pour #41, 


re pe ni 
(50) | : cos2ku*y? sin(u + ») du dy — 0; 
0 


Fe 


2° pour #1, 


ne % "3 » 

D. T k 
(51) L à cos 2 k p.* y? sin (ue + v) du dy = — = ——— : 
0 0 (4? à 1) 
Mais, au lieu d'établir les équations (50) et (5r), desquelles on passe 
facilement à l’équation (44), je m'étais arrêté devant cette considéra- 


tion, que, si l’on développe l'expression cos akuëv?, et par suite l’inté- 

grale (50), en séries ordonnées suivant les puissances ascendantes 

de #, tous les termes du développement de l'intégrale (vorrles pages 127 
OEuvres de C.— S.I,t.1. | 24 
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et 128) se réduiront constamment à zéro. Cette circonstance est d’au- 
tant plus remarquable, que le développement du cosinus produit une 
série toujours convergente, et elle fait voir que, dans la solution des 
problèmes, on ne doit user qu'avec beaucoup de circonspection des 


développements en séries. 





* NOTE XVI. 


SUR LES LOIS DE LA PROPAGATION DES ONDES A LA SURFACE DES FLUIDES 


INCOMPRESSIBLES, 


Dès qu’on a trouvé les formules qui déterminent les valeurs des deux 
quantités représentées par g et Q, en joignant à ces formules les quatre 
dernières des équations (26) (II® Partie), et les quatre dernières des 
équations (45) (tbid.), on a tout ce qui est nécessaire pour fixer les 
diverses circonstances du mouvement d'un fluide pesant et incompres- 
sible dont les molécules conservent constamment des vitesses très- 
petites. Si l’on veut connaitre en particulier les lois de la propagation 
des ondes à la surface du fluide, ou, en d’autres termes, si l’on veut 
savoir comment les diverses portions soulevées ou déprimées de cette 
surface changent de position avec le temps, 1l suffira de discuter la 
formule qu’on obtient en substituant la valeur de Q dans l’équation 





qui est la seconde des équations (45) (I Partie). Supposons, pour fixer 
les idées, que, le fluide étant réduit à deux dimensions, et sa profon- 
deur étant infinie, la valeur initiale de Q se réduise à zéro. Alors la 
valeur de y, calculée comme on vient de le dire, sera donnée par 
l'équation (58) (II° Partie), en sorte que l’on aura pour l’ordonnée de 
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la surface du fluide, au bout du temps 4, I RS] my | 
al 





| 


b) r=f f cos" gt cosu(x — x) F(s) du da, 
d. 0 0 


F{æ) désignant la valeur initiale de cette même ordonnée, et g la force 
accélératrice de la pesanteur. L'équation que nous venons de rappeler 
résout complétement, dans l'hypothèse admise, toutes les questions 
relatives à la propagation des ondes. Elle s'étend à des valeurs quel- 
conques de la fonction F(x). Mais il importe surtout de considérer le 
cas où cette fonction ne conserve une valeur sensible que pour des va- 
leurs de l’abscisse æ peu différentes de zéro, et comprises entre les 
limites &æ — — 2%, x = + 2 (x désignant une quantité très-petite). Dans 
ce cas, 11 est permis de remplacer l'équation (b) par la suivante : 


il 


L-) LA ( 
/ \ I RER. 1 À: 
Ve à ac 2 f À cosz*g" t cosu(x — ©) F{x) du dw; 
( —« 


“ 





et, comme entre les limites © — — 4, 5 — «, la différence x — 5 reste 
positive pour des valeurs positives et sensibles de +, la valeur de y 
peut être présentée sous plusieurs formes nouvelles que l’on déduit 
facilement de l'équation (c). Pour parvenir à l’une de ces nouvelles 
formes, 1! suffit d'observer que si, après avoir intégré par rapport à x 
les deux membres de l'équation (e), et choisi convenablement la pre- 


9 


>» On trouvera 





mière limite de l'intégrale fr dx, on pose y — 





PAS | Lo LE . . du di 
fra - e cosu*g"t sinp(x — x) F(w) — 
0 —@ 


æ 
SM RU vi > 1m dm do 
ie c0E PS sinm? F'>) s 
TH 0 Ë % nm 


(x) 





puis, en différentiant par rapport à +, 


1 
2 


% 

RS DS SM EIRE o? {m à dm do 
(d) = °— < sin —2——— sinm? Fm) ————. 

r (0 —« 7 


(x) (x 0) 


iles 


1 
ot (“| x? Lot? Lot? ” mer Fo) do 
y = 5 — — (sin #2 + cos L2— } — f. er sin m? dm ro 
k ri ZX —S x—w) J 
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De plus, si, dans la seconde des équations (11) (Note IT), on écrit au 
lieu de K sa valeur, et que l’on remplace ensuite 


k ER et ar 
ES Pre a par (x —5), 


on obtiendra la formule 


4 
3 3 


| cosp* gt cosu(x — &) du 
V0 


1 4 
r?o?t 1 ot2 1 of2 e 1.28 
LORS Vin ee Pre eg ut cosu(x —- w) du, 
l i 
Fi mpel €) donna à à 0 


#0 


C2 ns) > 1 9 1 
I et tt rot Re VE 
e tn ee ie es ht cosu(x — ©) du | F(s) ds. 
1. Z —® Z—T 


Enfin, si l’on fait subir à cette dernière valeur de y la même transfor- 
mation qu'à celle que fournit l'équation (c), on aura 


(æ— ©) 
On peut, au reste, déduire l’une de l'autre les formules (e) et (F), en 


- Len " LU à « L 1 G ë ,, A LD » 
appliquant l'intégration par parties à l'intégrale 


1 


_ (5) en ; 
(8) PR sinm? dm 
Tv 0 





(e je) 


qui se change alors dans la suivante, 


1 


é 
x cie à 

à es btcosu(x—5)du. 
0 


{ En Pam =)" em de 
———— ee cosm? 2 mdm — , 
0? t 0 | gt 


Ce n’est pas tout encore. Si dans l'intégrale (g) on pose 


(h) (Es) =e 
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cette intégrale deviendra 


b2] 
à esm sinm? dm — 


[- -] 
[ e sn cosm? 2m dm. 
0 v0 


D'autre part, si, dans la formule (5) de la Note If, on change 72 en sm, 


et que l’on fasse en même temps 


on trouvera 


A œ ns? mr? 


et par suite 


1 F4 I = 7” PR __nsi _m? 
cf es” cosm? 2m dm — À | n *e *e " cosm? 2mdmdn 
0 0 


s F 











9 2T 
F* 
UE. bé n° 3" FA 
: : 1+ n°? 
27 
On aura donc aussi 
1 
4 : : I He sn 
(i) f ersm sin m? dm — — Set an. 
F I+n- 
he s Ÿ: AG 


En remettant pour s sa valeur dans l’équation (i), on obtiendra une 
transformation de l'intégrale (g), à laquelle correspondra une nou- 


velle valeur de y, savoir, 


! 1 
ni [4 à 1 ’ 
if ER a Lot * np? 4 F(s) dr 
(k) à à ris al o 5 Î “ (sin PER + COS je.) — f e pere dn La 2 te : 
É* x —T ñ 


DS 2e 1+ n°? S 
27" (x—-w)" 





Les formules (d), (f), (1) sont du nombre de celles que j'avais obtenues 
en 1815, en préparant les matériaux du présent Mémoire. Je les re- 
trouve dans l’un des manuscrits de cette époque, avec des différences 
de notation qui portent uniquement sur la forme des lettres employées 
pour représenter telles ou telles quantités; et ce qui paraitra peut-être 
mériter quelque attention, c’est qu'avant même d'établir l'équation (b), 
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j'étais parvenu directement aux formules (d) et (f) par des méthodes 
indépendantes des principes exposés dans la Note VI, et dont je donne- 
rai un aperçu dans la Note XVII. 

La valeur de y étant déterminée par l’une des équations (e), (d), (e), 
(F), (k), il ne reste plus qu’à discuter ces équations pour en déduire 
les lois relatives à la propagation des ondes. Or ces lois ne demeurent 
pas les mêmes à toutes les époques du mouvement. Dans les premiers 
instants, le mouvement des ondes est uniformément accéléré, ainsi 
qu'il résulte des calculs développés dans la troisième Partie; et c'est la 
conclusion à laquelle M. Poisson était parvenu, de son côté, dans un 
premier Mémoire lu à l’Institut le 2 octobre 1815. Les lois de propaga- 
tion relatives au mouvement dont il s’agit sont celles que j'ai données 
dans le n° 5 de la troisième Partie (p. 84, 85 et 86), et que j'avais déjà 
énoncées de la même manière dans une Note lue à l’Institut le 24 juillet 
1815. Mais le mouvement change de nature, lorsque, le temps venant 
à croître, la fraction RASE obtient des valeurs considérables, et sen- 

HT — TD) 
siblement différentes entre elles dans les deux suppositions 5 = +, 
5 — 0. Alors les intégrales 


! 4 4 
zen 


pe LEQE F + &—) "1m N be n — 
'É eg" lt cosp(x — x) du, É. sinm? dm, ds 


CE 











1 + n°? 


9 0 V0 
ayant des valeurs très petites, peuvent être négligées dans les for- 


mules (e), (f), (i); et par suite on peut substituer à ces formules l’équa- 


tion (28) de la troisième Partie, savoir, 











n° *-"{(x—w) 
A » LA ot? Ld 
Dans la même hypothèse, le développement de Ro LE 
an Mo) lo? 
ta) RME RENE SU dE AE 
ne 4x 4 x? 4x3 


« 


2 


gt 


Fa mais par la 





ne doit plus être remplace par son premier terme 
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somme des termes qui conservent une valeur sensible entre les limites 
D= 2,6 +4. Concevons en particulier que l’on veuille détermi- 
ner les ondes formées à cette époque du mouvement pendant laquelle 
les deux premiers termes de la série (2) obtiennent seuls des valeurs 
sensibles. On se trouvera conduit aux formules que M. Poisson a don- 
nées dans son second Mémoire présenté à l’Institut en décembre 1815, 
et à l’aide desquelles il a établi le premier l'existence d’une série 
d'ondes propagées avec des vitesses constantes. J'étais parvenu moi- 
même à de semblables formules, en examinant le cas où # prend une 
valeur considérable. Mais, croyant que l'espèce de mouvement qu’elles 
exprimaient était trop peu sensible pour qu'on dût en tenir compte, et 
me trouvant d’ailleurs pressé par le temps, je n'avais pas cherché à les 
discuter, etne les avais pas transcrites sur mon Mémoire. Je vais d’abord 
rappeler ces dernières formules, que j'avais déduites de l'équation (1, 
par les considérations suivantes. 

Si le second terme de la série (2) obtient une valeur finie, le troi- 
sièeme conservant une valeur très petite, on aura, sans erreur sensible, 








131 EL RES LES 10 
(2) FRITES TRTRET RS + À x? 1 
FiT D} x } 


et, si l’on fait alors 





F(s) I 


| 
| 


; (A+ Bo + Co? +...), 
(+ —w) x 


l'équation (1) deviendra 




















/ ee NY 12 ot? ©? 
(6) es (cos E- + sin 2 A sin? va 
RÉ Vite 4€ s Sud 


(27) gt _ 
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Entrons maintenant dans quelques détails sur les conséquences des 


4 


formules (1), (3) et (6); et observons en premier lieu que, si l’on pose 


0 


F(o)=a+bm+cm+..., 
on tirera de l'équation (4) 


A+ Bo +Cwt+..= (a+ bo +emt+...)(1—?) 


. 
= (a+ bo +ent+..)(r+ 5e + — 
et par suite 

3a 
:} 


27% 


As, :B-Db#4 ENT A 
27 


Pour des valeurs très considérables de l’abscisse x, les dernières équa- 
tions donneront à très peu près A—a, B—b, C—c,...; et le radical 
compris dans les formules (1) et (4) pourra y être remplacé, sans erreur 


3 ° “ 
sensible, par +*?; en sorte que ces deux formules se réduiront à 


5 nl ee si" 
\ PV ——— Et 1 6 nee Et COS ee F &) d » 
. | DT VIRE dE 4(x—®) f(x — ©). Mie 


(8) F(s) = À + Bo + Co? +... 








Si l’on fait d’ailleurs 


48 2 
UN gt gl? 
(9) ; Ur —— me 
re 2X 4x? 


l'équation (7) deviendra 




















1 U A D [os U D? so À 
_. — Si Et CAR RE VAR Sete ch des de Fo) ds 
VAR Nr AE 


| 


« 6 . : 
U LC 3g .V D” vT 

; f [cos 2 (e+ +) + sin (a+ — +) | cos — F{x) de | 

3 AE, . C2 x : a 


Fo ] () Sul £ \# 
V2rx X, s y wo? . . Ù wo? ER us 
+ CORRE TUE MR ETATS ie sin F(5) do 
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Pendant tout le temps durant lequel la quantité v conserve une valeur 
très petite, on a sensiblement 


y D° UT UT . UT 
Eee hou ETS COS EST, Si — 0: 
02 x a a 


Alors l'équation (ro), réduite à la suivante, 


2x /2rr \ 4x 4x 


coincide avec la formule (29) de la troisième Partie du Mémoire, et le 
mouvement des ondes reste uniformément accéléré. Mais lorsque, le 
temps venant à croître, la quantité v acquiert une valeur finie ou 
infiniment grande, la nature du mouvement change avec la méthode 
d’approximation. Commençons par examiner le cas où l’on attribue à » 
une valeur finie. Dans ce cas, on peut remplacer encore le produit 


U D” UT D /T 
(c++) #42(2 +.) 
ct 2 a &\x 


\ 


+ vT : , 
par la fraction it l'on tire, en conséquence de la formule (10), 


72 i \ 
. (cos *E + sin) f ne de 
I Ce) a © ee œ 


4 œ ( 
vx EEE s:. VU) 

+ (cos *E sin) f sin 22 F(m) de 
œ C2 Ls œ 





(12) y = 
V2Tx 


Cette dernière s'accorde, en vertu des formules (8) et (9), avec l'équa- 

tion (5). Pour la discuter, imaginons que l’on fasse croître l’abscisse x, 

en conservant à { une valeur constante. Pendant que la variation du 

produit vx passera de la valeur zéro à la valeur très petite 27%, æ et » 
ne varieront pas sensiblement; mais les deux quantités 

U 2 . VTT 

COS —; sin —; 

x 4 
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acquerront successivement tous les systèmes de valeurs qu'elles 
peuvent recevoir. Ceux de ces systèmes qui fourniront le maximum 
positif et le maximum négatif de la somme 


\ ? 


x % 
CE 4 … VA UTS UT “VX ._ UT 
(cos — + sin — cos — F{w) dù + | cos —— — sin =) sin — Fo) d5 
a a 1 C2 C2 LA ES ER x 


— 


= cos © | cos “© F(m)dm + | sin = F5) do 
: 22 De LE œ a 


v —4 





+ da [cos Fodo— f sin © F(v) d& 
C4 BE œ cu œ 


nu À 





\ TX . . » 2. 
correspondront à deux valeurs de =; qui auront pour différence -—; et 


y 


seront déterminées par la formule 


| UT 
COS — 
(o 4 





Vo 


HR” PS re, 
| cos— F{s)ds + | sin —F{s)dw 
; a ; Ne œ 


é VAE 
Sr 
(13) { ms 7 
F : ç 2% CA 


cos F(m)dm— | sin — Fo) d5 














Il est aisé d'en conclure que, dans un très petit intervalle correspon- 
dant à une variation très petite de l’absecisse x et de la quantité finie », 
la valeur de y passera d’un maximum positif à un maximum négalif 


égal, au signe près, le maximum positif étant donné par l'équation 


: pe ARE Li 
— ne Ü) 4 cos © F{s)d5s | + . sin > F5) d5 Lie 

VTx C4 | a (4 EE La | 
(14) 4 E SARA DE: 


[ #5 ST :21% & "12 F 1. _ 4 JE 
4 Ù sw 
( : ) PA | L cos — F{s) dx | + L sin — F{o)dw | | : 
” 8r —9. œ É LE X | 


— 
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Conceyons à présent que l’abscisse x croisse d’une quantité sensible. 
Pendant qu’elle croîtra, l’ordonnée y acquerra un très grand nombre de 
maxima positifs, très rapprochés les uns des autres; et la surface du 
liquide paraïitra s’abaisser ou s'élever, suivant que ces maxima positifs 
obtiendront des valeurs plus ou moins considérables. Or 1l est clair que 
les abaissements et les élévations dont il s’agit offriront à l'œil du spec- 
tateur des ondes formées en relief au-dessus du niveau naturel de la 
masse liquide; de telle manière que le sommet et le point le plus bas 
de chaque onde correspondent à un maximum supérieur ou inférieur à 
ceux qui le précèdent, comme à ceux qui le suivent, et par conséquent 
à un maximum où à un »unimum de la valeur de y fournie par l’équa- 
tion (14). D'ailleurs, si l’on fait, pour abréger, 


_ 


(15) U eos 2 FU) de] +] [ant Fi) de |" 


l'équation (14) deviendra 


/ UE 
(16) 9 = (2) 


Donc les sommets et Les points Les plus bas des différentes ondes répon- 


dront aux naxima et muintma du produit 


3 
Q 


Uv", 


ou, en d’autres termes, aux diverses valeurs de v déterminées par l’é- 


da(uvi) 


(17) Lo, 


quation 


Soient u,, v,, v,, .. ces mêmes valeurs. Si on les substitue dans l’équa- 
tion (9) présentée sous la forme 


(18) æ—t#11/57, 


on obtiendra plusieurs abscisses, qui, prises de deux en deux, appar- 
tiendront aux sommets des ondes que nous considérons en ce moment. 


25. 
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Cela posé, il est clair que, si le temps vient à croître, l’abscisse de 
chaque sommet croîtra proportionnellement au temps; d’où 1l résulte 
que le mouvement des ondes sera uniforme. 

Il importe d'observer que chacune des ondes en question sera sillon- 
née de telle manière que la largeur de chaque sillon restera très petite 
relativement à celle de l’onde. Cette dernière largeur sera la différence 
entre deux valeurs de x correspondantes à deux naxima consécutifs du 


3 
produit Uvu*. Quant à la largeur du sillon formé dans le voisinage du 
point dont l’abscisse est æ, elle sera équivalente au très petit accroisse- 
ment qu’il faut attribuer à x pour faire varier le produit 


gl?a 





9 re 
V 4x 
de la quantité 272. Soit Ax ce même accroissement. Il se trouvera dé- 


terminé par la formule 
gta gl?œ 


fe ee 


gl? œ 
4x(x + Ax) 





Dr 3%, 





de laquelle on tire, en négligeant Ax vis-à-vis de x, 
27H __ 274 
RUN. VU 
4x? | 


Ajoutons que le point le plus bas et le point le plus élevé de chaque 


(19) Ax — 





sillon seront situés l’un au-dessous, l’autre au-dessus du plan hori- 
zontal qui indique le niveau naturel de la masse liquide, et à égales 
distances de ce plan; en sorte que la hauteur d’une onde en un point 
donné au-dessus du même plan sera la moitié de la profondeur du 
sillon qui avoisine ce point. Remarquons enfin que le sommet de chaque 
sillon correspondra toujours à une valeur donnée du rapport 


d’où il résulte que, si le temps vient à croître, l’abscisse de ce sommet 
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croitra comme le carré du temps. Le mouvement des sillons n’est donc 
pas uniforme, comme celui des ondes, mais uniformément accéléré. 
Si la courbe qui a pour équation 


(20) r=F(z), 


c’est-à-dire, la courbe qui termine la partie soulevée ou déprimée de la 
surface initiale du fluide réduit à deux dimensions, est symétrique par 
rapport à l'axe des y, on aura nécessairement | 


L 


(21) F(x)=F(- x); 


\ 


et par suite on trouvera 
4% R ni 
7 
| J sin © F{w)do—0, 
œ 


| fo rio)dm—2 f cos © F{œ)d®. 
fs (4 0 e4 


[29 


Cela posé, les équations (12) et (14) deviendront 


1 
>» 


Se + 0 ET et le: wo. 
(23) F= —— |- COS — + sin — cos — F{w) dx, 
Yanz \7 œ x JJo œ 





et 








29 PES è td fo: das 
(25) U [ces def 


se réduira au double de la valeur numérique de l'intégrale 


L2 
(26) [ cos — F(x) ds, 
œ 


20 
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et deviendra un rurnimum toutes les fois que cette intégrale s’évanouira. 
Donc alors les valeurs Atrima de la fonction 

3 


Uv' 


seront des valeurs nulles, correspondantes aux racines de l'équation 


(27) [cos F{5) do —0, 


0 
tandis que les valeurs #2axtma de la même fonction seront des quan- 
tités positives, correspondantes aux mnaxima positifs ou négatifs du 
produit 


3 . 
Fi \ 3 UT 
(28) à f cos — F{s) dæ, 
0 


c’est-à-dire, aux racines de l'équation 


\ 


(29) - = à, 





Observons néanmoins que, dans certains cas, plusieurs racines de 


l'équation (29) répondront à des valeurs minima de la fonction Un. 
Il peut même arriver, comme on le verra plus tard, que l’équation (27) 
n'ait pas de racines réelles, ou que ses racines réelles vérifient la for- 
mule (29). 

Dans les calculs qui précèdent, il n’est nullement nécessaire de 
prendre pour F(x) une fonction qui conserve, pour toutes les valeurs 
de æ, la même forme analytique. Il en résulte qu'on peut donner à cette 
fonction telle forme que lon jugera convenable, entre les limites 
X—= —4, æ—= +, et supposer qu'elle devienne constamment nulle 
hors de ces limites. De plus, la portion de courbe qui terminera entre 
ces mêmes limites la surface initiale du fluide réduit à deux dimen- 
sions, et qui sera représentée par l'équation (20), pourra être formée 
par la réunion de plusieurs éléments de lignes droites ou courbes, et se 
changer, par exemple, en une portion de polygone. C’est ce qui arrivera 
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en particulier, si, le fluide étant renfermé dans un canal d’une largeur 
constante, mais d’une profondeur indéfinie, et dont l’axe coïncide avec 
l’axe des x, on y a fait naître le mouvement, en y plongeant, pour le 
retirer ensuite, un prisme dont les arêtes étaient parallèles à la largeur 
du canal, ou bien encore, en laissant retomber une lame d’eau très 
mince adhérente à quelques-unes des faces latérales d’un semblable 
prisme, et soulevée avec le prisme au-dessus de la surface initiale du 
fluide par le moyen de cette adhérence. Dans l’un et l’autre cas, la plus 
grande profondeur ou la plus grande hauteur de la portion de liquide 
déprimée ou soulevée à l’origine du mouvement doit être censée très 
petite, afin qu'il n'y ait pas de mouvement brusque, et que les molé- 
cules qui se trouvaient d’abord à la surface y restent constamment. 
Ajoutez que, si tout est disposé symétriquement de part et d’autre du 
plan des yz, l'équation (21) sera satisfaite. Enfin, comme la valeur de y 
donnée par la formule (12) change de signe avec la fonction F(x), 
tandis que la valeur de y formée par l'équation (14) reste toujours posi- 
tive, il est clair que, si, à l’origine du mouvement, le fluide se trouve 
soulevé au lieu d’être déprimé, les sillons se formeront en relief là où 
ils se formaient en creux, et réciproquement, tandis que chaque onde 
conservera la même place et la même figure. 

À ces considérations générales nous allons joindre quelques applica- 
tions des formules ci-dessus établies. 

Lorsque la fonction F(5) peut être développée en série convergente 
à l’aide d’une équation semblable à l'équation (8), on a 


| cos F(œ) de A f cos de + C | m2 cos — dm +... 
(30) 4 : 6 —6 
|| sin F() dB | sin 2 da + D | w sin — do +... 
_% V0 — M 


On trouvera d’ailleurs 

> pe Po) 

(31) | COS — dx — 2% 
(#4 


 —a 


sin v 





? 


et, en différentiant plusieurs fois de suite cette dernière équation par 
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rapport à v, on en conclura 
sin v 
DA Y d( . ) 
. UT à VU 
L © Sin — do — — 22 ———; 
œ du 
‘sinv 
m( 


\ } 








Stone EE vrrd vie hp eo D STE es Se à d'a me à 









































F: a (5e) 
UD D, sin: t 
s cos — Fiw)dü— 2x M Ogg UE Re 
Fr cœ F U dy? J 
(33) 
(Se) a (5) # 
U U 
sin— F(w5)do——2alB Da + L 
E a | ss dy dus é 
et l'équation (12) deviendra 
| Fe a (ie) 
FR: U sin v t 
4 (sin 2? + cos æ re dons Ér . +... 
ee 2 a É U U Es 
= .) ee” sin v qe r 
(34) SU UX U v 
+ (sin — — cos —)| Ba —————1D2 7 +... 
il œ œ Le dv du? 21 
à 
I æ° ol? ei , gta 
rs : cos 2 + sin8= |{Asin® +... | +... 
gr \SZz a fa 


Ainsi l’on reconnaitra de nouveau que la valeur générale de y à pour 
premier terme l'expression (6). 
Lorsqu'on suppose simplement 


(35) 


\ 


h désignant une constante positive, c’est-à-dire, lorsque la courbe repré- 
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sentée par l'équation (20) se change en une droite parallèle à l'axe 
des æ, la valeur précédente de y se réduit à 





4 
(36) p=A(#) (cost + sin te) Se. 
TX œ œ 


v 
Dans la même hypothèse, le produit (28) devient 


sin y 
(35) Aa T? 
J ST 





et par conséquent les sommets des différentes ondes répondent aux 
maxuna positifs ou négatifs du rapport 


sin v 
+ 


Ë 
L 


ee 





Ces maxima sont déterminés par la formule 


tu 
(38) AR | 


que l’on peut écrire comme il suit : 





—O0, OU. Sinu —/{u CoSu — 0, 


tan£g: 
(39) nn 


v 


_ 


Après les avoir obtenus, on calculera les coordonnées des sommets 


. Ci-dessus mentionnés à l’aide des équations (18) et (24), dont la seconde 


deviendra 
1 


4 £ 
r Fe sin? v\ Ca ie 2 sin“ v\ * (& : 
(40) r=h( 2 =] = : hi za) ? 


et pourra être, en vertu de l'équation (39), présentée sous la forme 


, 
(fa) r= == ——. (. 
Vru ti fr\s 
V:-3() 


ŒEuvres de C.—S.A\, 1.1. 26 


KE 
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Quant aux points les.plus bas des différentes ondes, ils se trouveront 
tous dans le plan horizontal des +, , et correspondront aux valeurs 
positives de v, propres à vérifier l'équation (27), qui, dans le cas pré- 
sent, se réduit à 


(42) sin v — 0. 
Or, ces valeurs seront respectivement 


u— n— 3,14150..., v—0n6,28318.., v—3r—9,42477.:;, 


D'autre part, les valeurs positives de v, propres à vérifier l'équation (59), 


seront de la forme 


4) = 








T 


n désignant un nombre entier, et « un are inférieur à a lequel devra 


lui-même satisfaire à l'équation 


nn cote + A dj ue I or  : F % ; 
a nl à —…| 


= : PRET ne, 
_ (4n—02)r 3 45° KO 2 


On tire de celle-ci pour la valeur approchée de e 


+ I ?., 403 I ue 
1+ | ————— — | ——— PT 
3 [(4n—2)r. 15 [(4n—2)r | 


Cela posé, la formule (44) donnera É 


(on —1)T I II I 2 Ao3 1 |: 
== — | ———— | +) ——— | +, 
| 2 2 (4n—2)r 3 [(4n—23)r 15 [(4n—2)r 


0,1591549  0,01478194  0,00274355 
an —1 (an — 1} (on — 1) 








7) 








| — 1,57090632..:.(2n — 1) — 


et l’on aura par suite 


pe el ll + 
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En réunissant ces dernières équations aux formules (18) et (40), on 
trouvera, pour les coordonnées du sommet de la n°"° onde, 


| 1 | oga I 2 4o I 4 
UE É 7 — ir 2 PT ASE SEEN es + —— NET DTA SEEN Ge AA CS 
2 (an —:1)r (4n—2)r 3 [(4n—2)r 


tVgz [ 0,050660  0,0085549 | 
———— ] ae LE 


(an —:)? (an —:1) 


\ 




















0,020210  0,0034129 $ 
. nn …. » 
(an —:1}? (272 —:)t 


/ 





4 [ I 2 49 I 4 } 
el le 
: LS 4L(4n—2)r. 


0,012665 _ 0,00130098 
(27 —1}? (on — 1) 


1 
l'éus œ \* F NT 0,018053 F 0,001867262 . 
ne , ns (an —1}? (on —:)t os 




















De plus, en désignant par à la largeur de la 2°" onde, on tirera des 
formules (18) et (43), pour des valeurs de » supérieures à l'unité, 


(49) = 24/7 TZ — = ° 
2 T VRTA vr 


Lorsque le nombre entier z devient considérable, on peut, sans erreur 
sensible, réduire à leurs premiers termes les séries que renferment les 
seconds membres des formules (48); et l’on trouve, à très peu près, 


1 


1 
PUS 1 + OP RU 
L SRE 2g a Er a\* 2 @ S' 2. @ 
a —92h |- EE ns nt. 
is 2 VE .—. (2) a T Va 














on tirera de l’équation (47) 


u—1,394..., vu —4,658778,.., u—7,822031..., U —10,972794 ….., 
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Pour vérifier l'exactitude de ces valeurs de v, il suffira d'observer 
1° qu'elles diffèrent très peu des ares qui, sur la circonférence décrite 
avec le rayon r, et divisée en 40o°, ont pour mesures 


88°74/, _296°58, 497", ‘O0 09, hi 43 
2° que si l’on désigne par # un de ces arcs, la racine correspondante 
de l'équation 
tangu — {uv —0 


sera déterminée avec une approximation très grande par la formule que 
l'on déduit de la règle de Newton, savoir : 


tange — {3 
tang?8 — 5 


Or, si dans cette formule on substitue, l’un après l’autre, à la place 
de 2, les arcs ci-dessus mentionnés, on trouvera 


LE ,203202 5e Us 0000 Bd ex VESTE: 
| V—10,972794..., 


Les valeurs correspondantes de x, y, tirées des équations (18) et(4r), 
ou bien encore des équations (48), seront respectivement 


| pour la premiére onde : 


CES 


Es \ 
æ—0,424087...t Vga, y —0,941949...h — 1,446437...h 


pour la deuxième onde : 


(53) pour la troisième onde : 
æ—=0,178776...tVga, y —0,403249...h 


pour la quatrième onde : 





x —0,231650...1 ga, VV 0.522028... ( 


x—0,150943...{ ga, y—0,340553...h 
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D'autre part, les abscisses des points les plus bas, déduites des for- 
mules (18) et (43), seront 


#0 ,202004...t V£2, Æ—0,199470.. tVge, x —=0,102867...t V£æ, 
f Fe 
æ—0,141047:...F V8, ..i3s 


et, comme les différences entre ces mêmes abscisses fourniront les 
largeurs des différentes ondes, ou, en d’autres termes, les diverses 


valeurs de x, on aura encore, 





pour la deuxième onde..... À—0,082624...1 Vga, 
pour la troisième onde ..... À— 0,036603...1 ga, 
pour la quatrième onde..:. À—0,021820...{ ga, 


Concevons maintenant que, la courbe représentée par l’équation (20) 
étant symétrique par rapport à l’axe des y, la fonction F(5) soit, pour 
des valeurs positives de w, déterminée par la formule (8). On devra 
substituer aux équations (12) et (14) les formules (23) et (24); et, par 
des calculs semblables à ceux que nous avons déjà effectués, on prou- 
vera que l'intégrale (26), prise entre les limites 5 — 0, 5 — *, a pour 


valeur 


1 % 


UT 
| cos — F{x) di 
0 œ 


buena fe cos Pda +8 f° 9 cos da + Cf” m? cos — de +. 
0 


1 — COS UV s .[1— cosvu 
sin v af U Las A af) di U = 
- 








\ mali y dy TUE du 








Supposons, pour fixer les idées, que l’on fasse naïtre le mouvement 
par l'immersion d'un prisme triangulaire dont les arêtes soient hori- 
zontales, et dont la partie plongée ait pour base un triangle isosecèle 
tracé dans le plan des x, y, le sommet du triangle étant situé sur l'axe 
des y. Si l’on appelle À la hauteur de ce même triangle, dont la base 


Bx — Da’ n LC 
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sera représentée par 24, On aura, pour des valeurs positives de s, 
et, par suite, 


A = — h, CD.) 
œ 


En vertu de ces dernières équations, la formule (54) donnera 


1— COSU 
« UGS Sin u q U : 
(56) l cos — F{x) do — — ha - — — 


se a U dy y? 








En conséquence, les formules (27) et (29), qui déterminent les points 
les plus bas et les plus élevés des différentes ondes, deviendront res- 
pectivement 











(57) 1— COSY — 0, 
et 
lon 
(58) Fe —œ0, Où Au sinv — 5{1— cosu) — 0. 


Les racines de l’équation (57) coincident avec les seconde, quatrième, 
sixième, ete. racines de l’équation (42); d’où il résulte que chacune 
des ondes produites par l'immersion du prisme triangulaire vient occu- 
per la place de deux ondes produites par l'immersion d’un parallélé- 
pipède rectangle, dont les arêtes seraient parallèles aux axes coordon- 
nés, et dont la section de flottaison coïnciderait avec celle du prisme. 

Quant à la formule (58), elle comprend à la fois l’équation (57) et 
la suivante 


tangiu 6 


(59) 1 dE % 


Après avoir résolu celle-ci, on déterminera les coordonnées des som- 
mets des différentes ondes par le moyen des équations (18) et (24), 
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dont la seconde deviendra 


dou 
+ Asa - 


(Go) = 2H eusu) fa pe) i(#)" 
u Vru x uyru \T T #1: gt? 


et pourra être, en vertu de l'équation (59), présentée sous la forme 


2 
2 








7 a) : 

2 ns % 

gun Le) El ste). 
u Vru + 2 \x) T se) gt? 


Observons, d’ailleurs, que l’on satisfait à l'équation (59) par des valeurs 


positives de v, en prenant pour # un nombre entier quelconque, puis 


désignant par e un arc inférieur à e et supposant 
L T 
| cu (ant) —e#, 
2 2 
(62) 
| 3 CoSe + Le à + 9e Le 
= 6 1 Ù Et — SE — 
| fan —1)r \ 5 (8n—4)r 15 45 


Gr 5 pe 19 5 #23) 5 + ) 
HS TPE APS "15L(8n—4)r 75 (8n —4jr HE 


4 











(4n —2)r 








ue : us 
—3,14159265...(an—1) [Rs RAT. 0658874 +]: 


SN —1 (22 —:1)t (272 —:1)5 





3 I ; F I 5 . 29 5 ï " EN h 76 
ra — ET à I _ “it EAU HORS  —— upon iysnilese cs — — — ! 
_ 4 (4n—2)r 2/10 ({n—02)r. 960 ({n—2)r dE 


En réunissant ces dernières équations aux formules (18) et (60), on 


I 5 2° 23 5 Es 
Er Pr D Per AGIE + 9 = + 
Gol (4n—2)r 1200| (4n—2)T 
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trouvera, pour les coordonnées du sommet de la 2°"° onde, 








RP ip À CRE | + 5 l = 
Ve 300 (4n—2)r T Goo (4n—2)r . 























7 Von —1: (an —1}? (2n—:1) (an —1)$ 
lo a os / 
ue _tVga_ Lo,282095. ns enr à. 0,0139920 00070084 e, 
V2n—1 (27 —:1)? (on —1)* - (an —:) 
(64): ‘ 
. 4h ee œ ui I < 2 39 cl+ u 
__(on—i)r \r) L(an—i)gé Pen 340 ({n—2)r 960! ({n —2)r 
1 
74 A 1845 A 
ne h a EE ce de à e °.0484560 0,0193104 
2n—1|{(2n—1)gt? (an — 1}? (27 —:)t (an — 1) 


= 





L ï 4735 
(&) L0.763067...+ As RE Rene Et +. 


(an—1)2 (on—i)t (an —:)6 


De plus, en désignant par à la largeur de la 2°"° onde, on tirera des 
formules (18) et (57), pour des valeurs de 7 supérieures à l'unité, 


(65) = LE PR EN RUE ne 
2 2T \Yn—1  yn 2 27 | nyÿn—1+{(n—1)yn 


Lorsque le nombre r devient très considérable, on peut, sans erreur 








sensible, réduire à leurs premiers termes les séries que renferment les 
seconds membres des formules (64); et l’on trouve, à très peu près, 











(66) |r= Ts Ce) x | - (2n re Vr- E2 





Ajoutons qué, si, dans la seconde des équations (63), on pose succes- 


sivement 
CHR SEE d—-5 à 


el 
Fi | 


10 
h 
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on en conclura 





D D ie DO)" US 10 MARIG. 


Pour vérifier l'exactitude de ces valeurs de v et corriger leurs derniers 
chiffres, il suffira d'observer, 1° qu’elles different très peu des arcs qui, 
sur la circonférence décrite avec le rayon 1, et divisée en 4oo°, ont 
pour mesures 

Pro, OPA", 009770, ...; 
2° que, si l’on désigne par # un de ces arcs, la racine correspondante 
de l'équation 


sera déterminée avec une approximation très grande par la formule que 
l’on déduit de la méthode de Newton, savoir, 





Or, si dans cette formule on substitue, l’un après l’autre, à la place 
de » les arcs ci-dessus mentionnés, on trouvera 


RUE on es - 0101333...) U—19,947013..., 


11% \ 


Les valeurs correspondantes de æ, y, tirées des équations (18) et (Gr), 
ou bien encore des équations (64), seront respectivement 


pour la première onde : 


| 2503490: tYga, y —=0,56341....h (£) 
) 4 


2 
\3 


Ne (&) 
pour la deuxième onde : 
1 ' 
(68) { x — 0,165264....1Vga, Y—0,080000...h (2) ‘—æo, 196789... À (&) ; 
ge 


pour la troisième onde : 
1 


æ = 0,1268059… tVga, y —0,036555...h (2) = 0,102712.../ (%) # 


| * 


SON LMIT CNET Se OS RD CENT CS LIST dE do 0 dE To Vo cn L'or se LES vue vd Fous te 0 6e Se 
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D'autre part, les abscisses des points les plus bas, déduites des for- 


mules (18) et (57), seront 


x —0,199470...{Vga, æ=0,141047...1 ga, x —0,115164...4{ Vega, 


En retranchant ces mêmes abscisses les unes des autres, on obtiendra 
les largeurs des diverses ondes, ou les différentes valeurs de ?, et l’on 


trouvera, en conséquence, 


pour la deuxième onde .... À—0o,058423...4 V£æ, 
pour la troisième onde. .... À—0,025883...1Vg2, 


26 65 0 Ve Up 54 © SE PER DD NY see eo ben Ce SRE SEL ES 


Supposons encore que l’on produise la dépression initiale du fluide 
par l’immersion d’un cylindre dont les arêtes soient horizontales, et qui 
se trouve coupé par le plan des +, y, suivant une courbe dont la partie 
plongée se confonde sensiblement avec une parabole ayant pour axe 
l'axe des y. Si l’on désigne par 2 la flèche du segment plongé, on aura, 


dans le cas présent, 


(Co) | Fts)=— hf ©), 
h 
Am-h;: Bee, Css Per 0: 


2 


. \ 
2 SIN VU 


: GA 
Um L U ) SAR. 
(70) cos — F{o)do——hal — + — ©" |— — —— {sin v— 1 cosv). 
a 1 nur dy? pe 


Par suite, les formules (27) et (29), qui déterminent les points les plus 


bas et Les plus élevés des différentes ondes, deviendront 


(971) Sin y — y COSy —0, Où tangu—v, 
r 


SIN U — vu COSU 
d y 
ne 


(72) ARS 





—o, ou (4uv?— 9) sinv + gu cosu —0. 
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Les équations (71) et (72) sont précisément celles que M. Poisson a 
obtenues. On satisfait à la première, en posant 








l (on— 17 0 2 e) FN tel ARLES LR C0 > 
ne us © À + ———© | + —— 
2 (22 —1)7 3L(22—:1)T 19L(2R2—1)7 105[ (22 —1)r 


,  0,6366196  0,1720081  0.0906259 0 ,058023 
1) — 2 — — -— 











es A 
— 1,97099632.. ,(2n — = > _ 
+°2079 k 28 —1 (an — 1} (an 1h (2n—:1) 


et à la dernière, en posant 


{ oi 4 VD NT ARTS DOI G À9 | 
D — pr ù ré « RE RLECAI ARE +... 
| re Enr L: . (72) 7 405 (72) + 8505 4nr 


0,716197 _o0,20/cg1 0.102825 0.063108 











IA n° n° n1 


| = 3,14159265.. .n — 


Si dans l'équation (74) on fait successivement 


SE PRE on NON cire ARRET 
on en tirera 


U—1,99..., u—0,8958..., u—9,17803..., 


La première de ces valeurs, placée entre les limites 


FT CR 87 2T 
TE = 1,83259.… et —. Fe ODE OC 


ne saurait être considérée comme très exacte, attendu que la série 
comprise dans l'équation (74) est peu convergente pour r — 1. Mais, 
pour corriger la valeur dont il s’agit, il suffira de prendre 


21 \ 
= T° — + TE E —|[—_7 cs) tang|e + — 0: 
onto + net de—(? +9) «( F9 nid 
et, comme on a d’ailleurs 


tang — +- lange > … 
2 ds [ES 
= {ang — + | 1 + tang? — | tange +... 
cie 8 =) SE 





T 
lang (e —+ z) e 
12 K 
| ue) lang cp lang e 
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on trouvera, en remplaçant tange par e, et négligeant «?, &, ..., 


4or? — 27 | 12 r tan a 
19? 27 (1 vrr1 8 6, 963:; - 
= 22.000202... 


195,418... 





TC 13 
ÉD ve 12 -+ 77 tang — | {ang — 
ao 9 ( È he 65 

u —1,83259 + 0,00262 — 1,83521.... 


Par conséquent, les valeurs de » relatives aux sommets des premières 
ondes seront 


(75) b—1,8303.,., v—9:0008.../7 V=nh5%.:S 


2 


Quant à la formule (53), si l’on y pose successivement 


(76) u—4,40934118..., u=7,9252510.,., v—t10,9041219.... 


Après avoir déduit des formules (73) et (74) les valeurs de » qui cor- 
respondent aux points les plus bas et les plus élevés des différentes 
ondes, il ne restera plus qu’à les substituer dans les équations (18) 
et (24), dont la seconde deviendra 


1 ‘4 1 0 
2 


5 — El 
(77) — 4h (sinvu—vcosu) (2) =È fa\2[(sinu—v cosu)t 1 / & \* 
QE EE uv? | TU 4 Ha ( - A PTE , 


et pourra être, en vertu de l'équation (72), présentée sous la forme 








= TRS 














{(- 
(EC 
RSC) +) Re VE TOEETE) gt? 


Cela posé, si l'on calcule d’abord les coordonnées des sommets des 
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différentes ondes, on trouvera 


pour la première onde : 


| 


1 
Le {a \? 
#2 8,30908 .. ÉVSgai = 19368... 4(%) me F0 0:41) (4) ; 
pour la deuxième onde : 


(79) / æ —0,20592...{ Vga, r=0,76787...h (2) —o,34391….à (2) ’ 


pour la troisième onde : 


— Le \ a 
x —0,165042...{ /ga, r = 0180967... (2) = 0, 199051... (2) ) 


MORE NE ER RON RIT TT RUN SC RON OCR SR 0 ET 0: 00 50 Se eo eee Se DR A/S ee sue sn fe ee 


Quant aux abscisses des points Les plus bas, elles seront respectivement 


me 


x —0,235874...t Vga, x —0,170802...4 Vega, x—0,151414...t Vga, 


Les différences entre ces mêmes abscisses prises consécutivement, 
savoir, 
0,055982. 4 Vga, 0,028478...1Vga, ..., 


représenteront les largeurs de la deuxième, de la troisième, ete. onde. 
Ajoutons que, si le nombre entier x devient très considérable, les coor- 
données +, y du sommet de la n°" onde, et sa largeur », seront don- 


nées à tres peu près par les équations 








(80) | 
Yes l Ba; x 
7 fn V nr an 


Dans chacune des hypothèses que nous venons de passer en revue, 
l'équation (27) a une infinité de racines réelles, et l'on y satisfait par 
une série de valeurs de » qui croissent au delà de toute limite. Mais il 
n’en est pas toujours ainsi, et il peut arriver que les racines réelles de 
l'équation (27) disparaissent, ou du moins que cette équation n'ait pas 
de racines réelles supérieures à une limite donnée. C’est ce qui aura 
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généralement lieu, si, la quantité F(2) étant nulle, la valeur numérique 


F(x) 
Fo) 


assertion, il suffit de recourir à l'équation (54), et d’ordonner son 


du rapport devient inférieure à l'unité. Pour démontrer cette 





: ï I : 
second membre suivant les puissances ascendantes de -+ En effet, on 
U 


trouvera de cette manière 





Le F à 9 3 Es . 
| cos F(m) ds a AtBa+Ca+Dai+...)sinv 
0 2 U 


eB+?Ca+3De +...) cosy — B 





”) 








VE 
.U-.2C+92.3De+...)sinu 
no y 
.(1.2.3D +...) cosu —1.2.3D 
— d" 
u* 
nr EU SU A NP ; 


Fix) —=A+Ba+ Cao?+ Da +..., 


Eai B +2Ca + 3Dæ+..., F'{(o) =B, 
MCE 1.20. .+2.3Da +..., 

Fes 1,2,3D...4.., 70 3.4,8D); 
NAN DR NRET LULUN ESS NN DR ET in a 


il cos F(s) di — È F{x) sinv + TLP(x) cosu — F'{o)] 
260 it > 
a? ; CAPE 72 
pers F”(x) F5 à 9 Pres NT [ F” (0) cosu —KF (o)] + … 
U: Û 


Cette dernière formule, que l’on déduit aussi de l'intégration par par- 

ties, présente le développement de l'intégrale (26) en une série ordon- 
Fe e e I “ 

née suivant les puissances ascendantes de =" Pour de très grandes 


valeurs de », cette même formule donne à très peu près 


(82) 1: cos F{s) do — * F(a) sinv, 
o œ v 
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lorsque F(x) n’est pas nulle; et 


(83) [cos F(w) do — % [IF (x) cosv — F(0)] 


toutes les fois qu'on suppose F{x) — o. Cela posé, il est clair que, dans 


_ la seconde hypothèse, si la valeur numérique de F’(o) surpasse celle de 


F'(+), l'intégrale (26) conservera constamment, pour de très grandes 
valeurs de », le même signe qui affectera la quantité — F'{o). Donc 
alors l'équation (27) n'aura pas de racines réelles supérieures à une 
certaine limite. Par suite, il n’y aura plus que quelques ondes; ou, s’il 
en existe encore un nombre indéfini, les points les plus bas de ces 
ondes, du moins de celles qui porteront des numéros élevés, cesseront 
de se trouver dans le plan horizontal des +, z, et les ordonnées de ces 
points deviendront proportionnelles aux valeurs zrinima de la fonc- 
tion U, lesquelles seront déterminées, avec les valeurs maxima de la 
même fonction, par la résolution de l’équation (29). L'une de ces cir- 
constances aura nécessairement lieu toutes les fois que la portion de 
courbe représentée par l'équation (20), et terminée au point dont 
l’abscisse est x — z, rencontrera l'axe des æ en ce dernier point, et 
tournera sa convexité vers le même axe. 

Concevons, pour fixer les idées, que la courbe dont il est ici ques- 
tion, soit une parabole tangente à l'axe des x, et représentée par 


x\? 
r=—h(1-©) : 


l'équation 


On aura, dans ce cas, 


(84) F(&) — hf 2) . 
F'( ] — ie ( Lars 2), F’{s) Cr - F”{s) PA Fiv(w) — — 6, 
F(x) + 0 (x) — 0; F’{«) = — F" ) ES LME à = OL 
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et l’on tirera en conséquence de la formule (81) 





ere TO 2 ha sin v 

65) | cos — F{s) do = — — He). 
v 0 X 

ji sinv , . pe s 

Or, la valeur numérique du rapport —— étant toujours inférieure à 


l'unité, il en résulte que le binôme 


Sin v 





v 


ne pourra jamais s'évanouir. Ainsi, dans le cas présent, l'équation (27) 


n'aura pas de racines réelles. Quant à l'équation (29), elle deviendra 


uv — sinv 
1 Eco 
vs | 


à — 0, ou gsinv—/{4cosu+5)v—o. 
; 





86) 


Celle-ci, pouvant être présentée sous la forme 


9 sinv 


re Ve 
(87) ny 0 


n'admettra pas de racine réelle supérieure à la valeur r#7aximum de 


l'expression 





c’est-à-dire, au nombre 3 qu'on obtient en prenant smv=; et 


4 


cosv = — !, De plus, comme le premier membre de l'équation (87) a 


ex | 


pour dérivée la fonction 


9(5 cosu + 4) (1 — cosu)(r1+ 16 cosv) 


e_— \ J 
Pr ? 


14 f : | > 
(9 + 4 COS) 








(5 + 4 cosu}? 


qui reste positive pour toutes les valeurs de cos comprises entre les 


limites cosv— 1, cosu — — , et devient négative entre les limites 


cos — —!!, cosu— — 1, il est clair que ce premier membre croîtra 
depuis la valeur zéro correspondante à v — 0, jusqu'à la valeur posi- 


: hé. 
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tive 0,57589... correspondante à v — arc cos(— !!) — 2 :328837..., 
et décroitra ensuite depuis cette valeur positive jusqu’à la valeur né- 
gative — 1,75 correspondante à v— 3. Donc, si l’on fait varier la 
quantité » entre les limites o et 3, le premier membre de l'équa- 
tion (87) s'évanouira, mais une fois seulement, et en passant du positif 
au négatif, pour une valeur de » supérieure à 2,3288.... Cette valeur 
surpassera même, 1° celle qui correspond au »#aximum de l'expression 


9 Sin y 
RP EE ee 9 
5 + 4 cosvu 


c'est-à-dire, le nombre 2,49798...; 2° le nombre 


attendu que la substitution de ces deux nombres à la place de v, dans 
la fonction 


pes 
B+4cosu 
fournit les résultats positifs 
3—2,49798...—0,50201..., et 7 2,61790...—0,311r88..… 
: 10 — 4 ÿ3 


Nous pouvons donc conclure que l'équation (87) a une seule racine 
positive, comprise entre les limites 


57 
6 


= 2:01300., et 3. 


On déterminera facilement cette racine à l'aide d’approximations suc- 
cessives. En effet, si l'on désigne par # une valeur approchée de la 
racine dont il s’agit, on tirera de l'équation (87), par la méthode de 
Newton, 
__ fosins—8{(5+/4cos3)](5+ cos) __ 8(4+5cose) — sine(5 + /{cos#) : 
(1 — Cos8) (11 +16 coss) LE (1 — coss) (11 + 16c088) 
OEuvres de C.— 5.1, t. 1. 28 


d—8 
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Cela posé, on trouvera 


pour a 27 —2,61799. u = 2,79602. 

pour #—2,72602... RE VE L L TQNE 
pour 8—2,72432... y a,NA208.:. 
pour #—2,72202... U == 4722007, . 


Par conséquent, 
(58) u—2,722003... 
est la seule racine réelle et positive qu'admette l'équation (87). Les 


valeurs correspondantes des variables æ et y, déduites des équations (18) 


et (24), savoir, 


K|— 


/ 


ET (e 4 
(89) æ—0,303057...4Vga, y —0,427309...h (£) = 0,776210.. 4( £) ; 
gt / 
sont les coordonnées du sommet de la seule onde qui subsiste dans le 
cas particulier que nous examinons ICI. 
Considérons encore le cas où l'équation (20) représente une courbe 
logarithmique, et se réduit à 








e désignant la base des logarithmes hyperboliques, et a une quantité 
constante. On aura 











(90) Foi=— L ASE 
. et 1 
SL PERS mheted ten © 

| See ps et EEE" ? (æ) us de a? et Le (m) rs 4 l ? à 
, He FPE ah NACRE a? nl &h *, 
F{æ)—=o, A Dex Pr pet F (æ) = a2(et—1) F aslea— 1) 

3 ea 
F'(0) aeth. F”{0) aeth , 
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et l’on tirera en conséquence de la formule (81) 


/ f' 


cos F(s) do 


Ne Sin y a? a a 
COSU — e4 + a- I — + ——— +. 
(91) . (e— r}u? U y? u u6 


/ 





sin v 
COSU — et + a — 
ah U 


A _—_ a? + u? 





Ilest facile de vérifier directement cette dernière équation. Ajoutons 
que, si la constante a est positive, auquel cas la courbe représentée 
par l’équation (20) tournera sa convexité vers l'axe des æ, la valeur 
numérique de 


sin v 
COSU + a -— 
U 


restera constamment inférieure à celle de 1 + @, et par suite à celle de 
a? 
RSR HE HE ee: 
Donc alors l'intégrale (91) ne pourra s’évanouir pour aucune valeur 


de v, et l'équation (27) n'aura pas de racines réelles. Quant à l’équa- 
tion (29), elle deviendra 


u{et — cosu) — a sinv 
d | 
v'(a?+ y?) 


dy 








mm À 
ou 
a { fut sinu — (5et — 5 cosu + {a cosu)ut + (4a + 9)avu? sinvu 
{O2} 
“ | + (3e — 3 cosu — {a cosu)a?u + a? sinv — 0. 
Or il est aisé de s'assurer que celle-ci a une infinité de racines réelles 
et positives. En effet, si l'on prend 
(on +i1)r 
RS TT ER NMEES 
2 
n désignant un nombre entier très considérable, le premier membre de 
. 28. 
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l'équation (92) deviendra positif ou négatif en même temps que son 
premier terme, suivant que le nombre x sera pair ou impair. Ce pre- 
mier membre passera donc une infinité de fois du positif au négatif, 
et réciproquement; d'où il résulte que le nombre des valeurs réelles 
de v, propres à le faire évanouir, est infini. Les valeurs de » dont il est 
ici question fourniront les divers maæxima et minima de la quantité U, 
auxquels correspondront les points les plus bas et les plus élevés des 
différentes ondes. On doit remarquer, à ce sujet, que, les valeurs 
minima de U n'étant pas nulles, les points les plus bas seront situés 
au-dessus du plan horizontal des +, z, et que leurs ordonnées se dédui- 
ront, comme celles des points les plus élevés, de la formule (24). 

Lorsque la constante a s’évanouit, la courbe représentée par l'équa- 
tion (20) se change en une droite. Dans la même hypothèse, les équa- 
tions (90) et (92) se réduisent aux formules (55) et (58), et les points 
les plus bas des différentes ondes se retrouvent dans le plan horizontal 
des æ, z, ainsi que nous l’avons déjà expliqué. 

Lorsque la constante a devient négative, la courbe logarithmique 
représentée par l'équation (20) tourne sa concavité vers l’axe des x. 
Alors l'intégrale (or) est tantôt positive, tantôt négative, et s’évanouit 
pour une infinité de valeurs de v. Par suite les points les plus bas des 
différentes ondes sont encore situés dans le plan horizontal des x, 3, 
comme dans le cas où l’on avait «a = 0. 

Il peut arriver que, dans le second membre de l'équation (81), tous 
les termes disparaissent jusqu’à celui qui a pour dénominateur v”. Pour 
que les deux premiers termes disparaissent, il suffit que l’on ait à la fois 


Fiaj—= 0, : Fa) F10)=%; 


c'est-à-dire, que la courbe représentée par l'équation (20) touche l’axe 
des +, au point dont l’abscisse est «, et une parallèle à l'axe des x, 
au point où elle rencontre l’axe des y. C'est ce qui arriverait, par 
exemple, si l’on supposait 


(93) F(m)=—Afi+2€) (2). 


:FAS 


(99) 
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Dans ce cas, la formule (81) donnerait 





; - io) al 2(1— cosu) — vsinu eus 12œh sinv ur LA 
(94) J cos — F{s5) di — Gah] |= 343 (une: mL 


ut 


tandis que les équations (27) et (29) deviendraient respectivement 








- | ER” 
(95) 2(1— COSu) — vu Sinv—o, ou sinv (rang — Ÿ)— 0. 
et 
2(1— COS) — y sinu 
d Œ: er 
»” . 
(96) À 0, Où Av?cosu—17usinu+26(1—cosv)—0. 
v 


On satisfait à l'équation (95) par une infinité de valeurs réelles et posi- 
tives de », qui sont égales, les unes aux quantités 


27; 47, Gr, Us 
les autres aux racines positives de l'équation 
(97) tang£u — <v. 


Ces racines étant évidemment doubles de celles de l'équation (71), 
nous pouvons conclure que les valeurs en question, rangées dans leur 
ordre de grandeur, seront respectivement 


(98) (u— 6,283185..., u— 8,986823..., u—12,566350..., U = 19,100903. 
ss 


u—18,849555..., u—21,808243..., u—925,1327402..., 


Les valeurs correspondantes de x, tirées de la formule (18), se rédui- 
ront à 


(æ—0,199471...1Vga, x —0,166788...t ga, æ—=0,141047...{Vga, æ—0,127203.../ 


æ—=0,! 15164...1Vgx, == 0,107067...{Vga, æ—0,099735...{ ga, 


Telles seront les abscisses des points les plus bas des différentes ondes, 
lesquels se trouveront tous situés dans le plan horizontal des æ, z. 
Quant aux abscisses des sommets, elles correspondront aux diverses 


g2 
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racines positives de l'équation (96); et, si l’on fait abstraction de la 
première, elles auront pour valeurs approchées les moyennes arithmé- 
tiques entre les abscisses des points les plus bas, combinées deux à 
deux. Ajoutons que la plus petite racine positive de l'équation (96) aura 
pour valeur approchée le nombre 


3T 


4 — 2,396. +5 
et que cette même valeur, corrigée par la méthode de Newton, de- 
viendra 
(100) HA ON ST. 


On trouvera par suite, pour les coordonnées du sommet de la première 


onde, 
4 


a \* 
— 1,080993..…./ (%) . 


[CES 


(ioi) æ—0,330734...tÿga, y —0,59{406...h (&) 


Enfin on peut remarquer que, l'intégrale (94) se réduisant à une frac- 
tion qui a pour dénominateur »', cette intégrale et la valeur de y donnée 
par l'équation (24), savoir, 


| [sine [ang — 2) ! hi (£) ; 


décroitront très rapidement pour des valeurs croissantes de v. Il en 


MES 


RTS 
2 v 
102) r=4() 
L { T 


résulte que les ondes qui suivront la première seront très peu sensibles. 
Pour vérifier cette assertion, il suffira de calculer approximativement 
les coordonnées de leurs sommets. Or les valeurs de » correspondantes 
à ces sommets seront, à très peu près, pour la deuxième onde, 

d—= 7,300. 
pour la troisième onde, 


Us 10,091100,, 1; 


etc.; et pour la 2°" onde (n désignant un nombre entier très considé- 
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rable), 





Cela posé, si l’on représente par +, y les coordonnées des divers som- 
mets, on trouvera, pour la deuxième onde, 


x —0,183940. . + Vga, Y = 0,033964.  : (2) — 0 ,079191.. hi (&) 


pour la troisième onde, 
1 

P* — a \? - CARE, 

æ—0,153204...{V/ga, Y—0,021805...h (£) — 0,095709. : .h %) - 


etc.; et pour la »°"° onde (» désignant un nombre entier très considé- 
rable ), 
22 
4] 28e | | , 
# Lan +i)r 


1 
NAT z\° fSh. f 
ne sr) ere) 


T% (on +i)2 Von +1 \x _ (an +i)r?\r 


Ki 








24 7: 
(2n +i)rgt? 


La dernière des équations précédentes fournit une valeur de y qui dé- 
F . , I 
croit plus rapidement que le carré de —- 
FA 


Par les détails dans lesquels nous venons d'entrer, on voit que les 
vitesses et les hauteurs des différentes ondes produites par l'immersion 
d’un corps cylindrique ou prismatique dépendent non seulement de la 
largeur et de la hauteur de la partie plongée, mais encore de la forme 
de la surface qui termine cette partie, et, par conséquent, de la nature 
de la courbe qui sert de base à cette même surface dans le plan vertical 
des æ, y. Cette conclusion s'accorde avec les observations insérées par 
M. Fourier dans le Bulletin de la Societé philomathique de septembre 1818. 
On doit surtout remarquer le cas où la courbe dont il s’agit, étant divi- 
sée en deux parties symétriques par l'axe des y, tourne constamment 
sa convexité vers l’origine des coordonnées, et présente au point le plus 
bas une sorte de rebroussement. Alors les ondes propagées avec une 
vitesse constante peuvent se réduire à une seule, comme nous l'avons 
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démontré en supposant la courbe formée par la réunion des deux por- 
tions de paraboles semblables l’une à l’autre et tangentes à l’axe des æ. 
Pour terminer ce que j'avais à dire relativement aux ondes de cette 
espèce, j'observerai que- l'intégration par parties, appliquée à l’inté- 
grale 

L cos 7 F(x) ds, 

V0 x 
fournit non seulement la série comprise dans le second membre de 
l'équation (81), mais encore le reste qui doit compléter cette série. En 
ayant égard à ce reste, on trouve que la formule (81) peut s’écrire 
comme 1l suit : 


cos — Fo) ds 


= <[sinv F{x) —sin(o) F(o)]l 


2 


+ 2 [sin Ce + :) F'{x) — sin ? F'(o0)| 
v?| 2 2 





(103) 4 CRT ; se 
+ lsin(v+x) F’(x) — sinr F’(o)] 
a aa 
ñ ste ds 
++ sinfv + "5 | FO (2) — sin UE pu-0(0) 








Ajoutons que ce même reste, représenté par l'expression 
, an P*., Fum  (n—1)r 
(104) — — nf te) F) (5) ds, 

v 0 œ 2 


aura toujours une valeur numérique inférieure à la plus grande de 
celles que peut recevoir, entre les limites 5 —0, 5 —%, la fonction 


n+1i 


F{(5) multipliée par la fraction tres petite PS 

Revenons maintenant à la formule (ro), et, après avoir calculé les 
deux espèces d'ondes que l’on obtient en attribuant à la quantité v des 
valeurs infiniment petites, ou des valeurs finies, cherchons ce qui 
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arrivera lorsque, le temps venant à croître, cette quantité deviendra 
infiniment grande. Alors on ne pourra plus remplacer le produit 


. vx . , , . . 
par la fraction —; mais la valeur approchée de y se déduira sans peine 
des considérations suivantes. 

Si, pour abréger, l’on fait 








Tes | sin PL eos | F(v) 
a(x —w) a(x —&). 
(105) ; à 4 
Se 0 TD” v TD” A 
| = [sini(e+o+D4) cost (e+oe +) [ro 
2 # a e | 


la fonction f(5) s’évanouira en même temps que F(&), pour les valeurs 
de 5 situées hors des limites 5 — — 4, 5 = +4; et l'équation (ro) se 


# fie) de. 


De plus, il est clair que, pour de grandes valeurs de », la fraction - 
UV 


présentera sous la forme 


(106) re=() 


+ V2rx e 


| 








sera très petite, et que, si, la variable & demeurant comprise entre les 
limites — 4, ++, on attribue à cette variable l'accroissement très 


"TL. ° , 
petit —> l'accroissement correspondant de l'are 


sera égal à 
27 1 TT 
nf (ie)# ee 
F1 TX v 


c'est-à-dire, très peu différent de 7. Cela posé, on aura sensible- 


ment, pour des valeurs de & renfermées entre les limites & — — *, 
AT 
DR Xe S 
v 
DATI TS 
(107) F(o+) = F(w), to +) = fn), 


Œuvres de C. — S.I, dE 29 
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. “ es am 
tandis que l'on aura, entre les limites & — 4 — —, 5 — 9, 
U 


: 75 am 
(108) E (o+ D f(n +2) nn : À 
| U v 


Ces principes étant admis, il deviendra facile d'évaluer l'intégrale 


J f(o) ds. 


En effet, on a tout à la fois 


{ 2" —a+T 2% 
| a)dm— | ‘fo)de+f  fiw)de, 
ES re ee 
{ \ } : v 
(109) | ax 
a % SEE 2% 
| Modo [  fo)de + f flo) do: 
TE. dre et 
0 


et comme, en vertu de la seconde des formules (107), on aura encore 


ar ar 
a—— a — — 


, k Va 3.1 /% mn 275) y 
110) J fm)de — | fo + ds | fa) ds, 
ar U : 
RE —« 


on tirera des équations (109), ajoutées membre à membre, 


ar 


Ne FN Apr 
| f{o) ds — 


a — 4 


27 
flo) ds +f flo) dx, 
ar 


ou, ce qui revient au même, 


r sm LA 
3 k I he » ; 
(111) J f(w) do — - L Eo)dm+ | fs) di 
Ÿ Ÿ > \ LL 1 \ 4 

— —& 


’ « - e \ . AT . « . 
D'autre part, x étant très petit vis-à-vis de æ, et — vis-à-vis de x, on 


« 
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ar 
a+— 
v : uv x? 2 
Sin —— + cos da 
is a(x —w) a(x —x) 
ar 
— + — 























” a u+? VE CI PE 
—-—F(—a@)} sin — 8 : — COS - + COS ———— 
T aix + @) œ a(x + 
ner >) de 
v 
x 
arr : 
È vet(r+a-%) uæÆt [TZ Ea— — 
2 4 : TXT : Fab 
——F(—a) sin sin + COS es 
AT: j ar 
2(r+a)(r+a— a(r+a)(r+a— ©) a(r+a)(r+a- © 
U 
ou, parce que les arcs 
: aT 
. Uux?| x + à — — 
rx? ( = 








Li 
{ AT ! \ TT 
2{t+a)|x +ax— — eirTANT ER 
v 


‘pen - ! vr? T 
diffèrent très peu des ares “; — He 
2 TX + œ) 2 





(112) Ji fm)do—af[cos sn | F(— «}. 
2h v a(x + a) aix +) 


On peut encore parvenir à la formule (112) en observant que, pour 





. Poe AT 
des valeurs de 5 comprises entre les limites — &, —— x + 7", l'arc 
: v 


u x? U D? [a 
= = (C+m+e += te), 
a(x — ©) œ æ æ? 


est sensiblement égal à 





CE NP US an EE À pur sh Ar: NP qe 
PT Du ia a ae one GE sed an de dé RS bd ADR \ 


/ "DS 
ACER + “rs -)s 
x 
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d’où il résulte qu'on aura, par approximation, 





+ ) ua? 2 
sin — +- COS da 
ne a(x —&) \ w} 
NE 2 3 2 3 
ni L [sin 2 (r+o+ SE) 4er EE +) an 
SAR 02 2 a L x? 
2 4 U a? a SU a? a 
= ——|côs-fr- a+ = His) SMS T aber site 
U a x æ? 02 x x? 
24 ux? Me Ua? 
nr 7 —.$1 : 
alx+a) a(x +a) 


93 


: ä al. vx? vx? : 
(113) [ fp)du= 2 [sin Et — cos 2 ÎFee) 


&(x — a) 


Si l’on a égard à celle-ci et à l'équation (112), la formule (111) don- 
nera 


‘ 


2% Fa 2 9 & 9 9 < 
ee . ce ; TD VE 2 nn. . UT” DR Ë 
(114) te see sin — cos | Fa — SIN ——— — COS ———|F(—42) 
na vil” atr—0 a\x— à) ax + a) a(x +2) 





et l’on tirera en conséquence de l'équation (106) 














Telle est la valeur approchée de y, dans le cas où la quantité » devient 
très grande. Si l’on suppose en outre 


| F(a)=F(—«), 
on aura simplement 

















| 


/ 472 


mn Là 


cie dt tt ta indie ht tt ss rate dit dt} L'ile ind tint 


dé détime a. il A bde D D dd D dé et dé dé 
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Lorsque la valeur v, étant déjà très considérable, reste néanmoins 


ù “4 F 
très petite par rapport à =; par exemple, lorsque cette valeur est com- 


N x 
parable à = les arcs 


(e À 


I 


vx 2 ( a? CA ) uT Ux 


*a(x?— a?) x 





ux? a? ua? 
Sn =D 0 | pere = AUS = VU <- +. 
Œ= X- 


différent très peu des deux quantités 


UT 
—— et y, 


en sorte que l'équation (116) se réduit à 
I 


KE] 





5 N UT F 
(sin 22 + COS 12} sinu F{x). 
œ 


‘ 


(ni)  _ 


Cette dernière coïncide précisément avec celle qu'on obtiendrait en 
substituant, dans l’équation (23), à l'intégrale 


Î cos — F(s)dw 
0 œ 


sa valeur approchée, tirée de la formule (82). 
Discutons maintenant la valeur de y fournie par l'équation (115). Si, 
en conservant à & une valeur constante, on attribue à l'abscisse æ un 


. . m6 ’ < PAU . . . 
accroissement Aæ inférieur ou tout au plus égal à ——; les diminutions 
U 


correspondantes de chacun des arcs 


3 


vx? gl? DR de 1e 
4(T + à) 


a(x—x) f(x—a) ar+a) 





différeront très peu de la quantité 


v 
— Ar, 
æ 
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comprise entre les limites o, 27; et, pendant que cette quantité passera 
de la première limite à la seconde, l’ordonnée y obtiendra diverses 
valeurs, les unes positives, les autres négatives, dont la plus grande 
sera 


aux? 





18) = 2 (f) IIF(a) + [F(- 2j] — 2005 


v 
\ 


5 2 
2 —_ y? 


ZX 


Cette dernière se réduit à 





9) r= (€) 


quand on suppose Fax) = F(— x). D'ailleurs si, dans la formule (24), 


on substitue pour l'intégrale 


'h cos _ F(&) do 


at: 0 


sa valeur approchée, tirée de l'équation (82), on trouvera 


(120) r= (©) }[sinu F(æ)]| 
Comme les formules (116) et (119) coïincident avec les formules (117) 
et (120) à l’époque où la quantité v devient très grande en restant com- 


« 5 4 LA ® Vs e La 
parable à V£ il est clair que les ondes produites à cette époque 


seront entièrement semblables à celles qui avaient lieu, lorsque la 
quantité » conservait une valeur finie. Seulement, les nouvelles ondes 
seront beaucoup moins sensibles que les précédentes, vu la grandeur 


, + N . . (r4 
supposée de v, qui rendra très petite la fraction -* Lorsque, le temps 


\ A . ’ . z « T S 
venant encore à croître, la quantité » deviendra comparable à = Ou même 


9 


s Z ; . , . : 
à 3» «les valeurs approchées de y fournies par les équations (116) 
et (119) convergeront de plus en plus vers la limite zéro. La même re- 
marque s'applique à la valeur approchée de y que fournit l’équa- 
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tion (115). Ajoutons que ces diverses valeurs approchées disparaitront 
toutes simultanément, si l’on suppose 


/ = \ + 
(121) (æ)—F(—-aœ)—o, 


c'est-à-dire, si la courbe représentée par l'équation (20) rencontre l'axe 


| 
] 
| 
À 
: 
; 
À 
| 
d 
. 
: 
À 
| 
| 
à 
Ê 
6 
à 
. 
: 
h 


E. des æ à ses deux extrémités. Donc, toutes les fois que cette condition 
. sera remplie, les ondes correspondantes à de grandes valeurs de » de- 


1 
À 
S 
# 
; 
4 
Ÿ 


viendront tout à fait insensibles. 


Avant de passer à des considérations nouvelles, il sera bon de faire 





voir que l'intégration par parties, appliquéé à l'intégrale 


œ 9 9 F 
ux? ux? ji 
(122) Sin — + cos ————— | Fix) de, 
ea «(x —&w) a(x —w) 


\ 


conduit à une formule qui comprend comme cas particulier l’équa- 
tion (115). En effet, « étant supposé très petit par rapport à x, on 


PE PPT UE An LE ic, CSC US 


trouvera 











U a(x — a) a(x — «) (x +2) œ(æ + & 
k hs vx? U FER 
ref sin - — COS - Fo) do 
ME Ai (æ — 


et sur celles qui viendront successivement la remplacer, on obtiendra 
un développement en série de l'intégrale (122); puis, en substituant 


ce développement à l'intégrale elle-même dans l'équation (10), on 


D 
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trouvera définitivement 











a2\[ . vx? vx? # 
D mare À [sin (= PES +7) — COS Fee +5) | F”{a) 
| (Late — 2) ae — 2) * *) 
(12 


| 4 ux? yx? 
— [sin (+5) — 0 +5) | F’(— a) | 
a(x + &) a(r +æœ) ; 
4%] sin | Lun + LUE) — cos ( Fe + ME) [re 0(2) 
y!t a(x— d) 2 a(æ:—œ) 2 
2 fi: is \ 2 Fe Tr 

— [sin ( ASE J#) — cos eee s. SC) 
! \ait+a) 2 a(x+ a) 2 | 


AE 1e 8 — x" n—1)x 
2 ht eee HV Ten ) [Fm de), 
PRES PE a(x —w) 2 a(x —w) 2 


Lorsqu'on supprime dans l'équation précédente les termes qui ont pour 


























9 


U (e,4 Œ” Là > La 
facteurs => =; ---> on retrouve précisément la formule (115). 

Les calculs que nous venons d'effectuer deviendraient un peu plus 
simples, si l’on n’appliquait l'intégration par parties à l'intégrale (122), 
qu'après l’avoir transformée, en posant 


REY. * 1 Fe ch < 
(124) = + HAES pete Le. 


LD 2\Xx — a TE 








Alors aux limites — x, ++ de la variable & correspondraient les limites 


2 2 


a x? ax? 
ed SE A Ter 





de la variable 3; et, comme l'équation (124) donnerait, à tres peu 





ob dé 


ES dd nd LS 





D bn En VS Nr 6 Le à. 
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(UNIVERSIT 
près, & — y, l'équation (10) se réduirait à NDS om =. 
NT , pen s- me À 
Ke l | \ 1 
dire | : 
1 mi” “4 x3 U x e 
Y—= |; sin — mx th)+cose —— +u) |F(u)du 
V2Trx \% at Es ENT a \x°? — a? 
ice 
n ax 
I u\?{ u x , VE A se 7e AP 
HAS) : Tri | DORE MR cos — F{u) du 
L | V2Tx 4 l Œ\XT— X°) aix?— a?) : a C4 , 
TMyiles 
ax?— a? 
uæxS : x . Ut 
+ [cos EE 31 Sin a -|/f sin — F{u) du! 
| a(æx* œ a) Bu 
| ET TR 


En appliquant l'intégration par parties aux intégrales que renferme 
l'équation (125), puis observant qu'on peut, sans erreur sensible, sous 

. ax? : : 
les signes F, F’, F”, ..., remplacer +; par £z, on obtiendrait 
de nouveau la formule (123). D'autre part, si, en conservant à £ une 
valeur constante, on attribue à l’abscisse + un accroissement Ax infé- 


2 





: , x Ta ss - 
rieur ou tout au plus égal à » la diminution correspondante de l'arc 
U 


Uxÿ PNR. 
af) a à) 





“pp: x PL, . . . 
différera très peu de la quantité ; 2%, comprise entre les limites o, 27; 
et, pendant que cette quantité passera de la première limite à la se- 
conde, l'ordonnée y, déterminée par l'équation (125), obtiendra diverses 
valeurs, les unes positives, les autres négatives, dont la plus grande 
sera 


s RurT : = CE 
(196) y = —=(° *| he cos = F{u)du | + à sin = F{u)du | 
x ar? Z % ee | 





9? 
© 

ul À 
il 


ax? 
men ET 





Lorsqu'on suppose F{u) — F(— y), en permettant aux dérivées de la 

fonction F(4) d'offrir des solutions de continuité pour la valeur parti- 

culière y. — 0, les formules (125) et (126) doivent être remplacées par 
Œuvres de C. — S.I, 1.1. 30 
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les suivantes : 











uX$ ) vx a UU 
COS ER a le Cl ae COS —— F(u) du, 
alx?— a?) a(x?— a?) 1}, C 





‘| ee 
a  {u\? Ut. 
(128) r=(}) | | cos — F(2) du 


VTx 


De plus, si l’on applique l'intégration par parties à l'intégrale com- 
prise dans la dernière formule, on trouvera, à très peu près, 








| D A De ur? Fu | , 
(129) {  . sin (+5) PC) sin ( ) Flo )|- 


7 


* mx (n—1)r . (n—1)7 
" + - 2 | Fu (a) — sin (r—1)z F@-1) (0) 
2 


2 2 
CR a Fi 











| per 117 | Fee .) dy, 


et en conséquence la formule (128) donnera 





| a 
2(2)| nd y +2 
Lime CL a F(x) ei - sin (+2) F'{x) 5: 
F0 U DATE 4 














V7 ‘ vi 
ar ux? (n—i)r |. 
+ —— sin] : = +: Etat a) 
Kms | x? — a? 2 / 
(130) { — sin(o) F{o o)— < sin? F'{o) 
U 
ani : n—1iTr 5 
-- na L Ft-1 (0) 
it 2 
ax? 
a? a 
on: P . Duu (n—:1)r 
| ef anfÉ Ne] posted | 
| yli—i 04 2 0 








É 


vi 
#1 
Fi 
#. 
à ‘4 
4 
% 
| 
h 
:. 1 
*:, 
Re 
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Ajoutons que, si l’on attribue à v une valeur finie, ou bien une valeur 


\ . n F: + , . 
très grande, mais comparable à = » l’on pourra, sans erreur sensible, 


remplacer la fraction EE par l’unité dans les formules (125), (126), 
(125), (128), (129), et qu’alors ces formules coincideront avec les équa- 
tions (12), (14), (23), (24) et (103). 

Si l’on appliquait l'intégration par parties aux deux intégrales que 
renferme l'équation (126), on obtiendrait une formule analogue à la 
formule (130), et qui offrirait encore la valeur de y exprimée par une 
série qu'il serait facile d’ordonner suivant les puissances ascendantes 
de =. Observons toutefois que cette nouvelle formule se rapporterait, 
comme les formules (81) et (130), aux cas où les dérivées de la fonc- 
tion F(x) conservent des valeurs finies, 1° pour 5 — 0, 2° pour u = +. 
S'il en était autrement, on ne pourrait plus se servir des équations 
(81), (103), (130), ... pour déterminer les ondes correspondantes à 
des valeurs sensibles ou à de très grandes valeurs de . Mais on y par- 
viendrait, en transformant la valeur de y, et la développant en série à 
l’aide des considérations suivantes. 

Si l’on désigne par f(z) une fonction telle que l'intégrale 


| f(u+yy—:1) du 
V0 


conserve une valeur finie et déterminée pour toutes les valeurs de 
et de v comprises entre les limites # — — m, u = +m, v—0, =, 
si l’on suppose en outre que l'expression f(u +vY— 1) ne varie jamais 
d’une manière brusque entre ces limites, et s'évanouisse pour y — +, 
il suflira d'intégrer entre les mêmes limites les deux membres de 
l'équation identique 


dy du 


0 








? 


pour en déduire la formule 


L AG ais = 3 [f(m ae ÿ—:1) + f(— m +y Vi) dy. 
30. 
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Au contraire, en effectuant les intégrations entre les limites  — 0, 


U=M,Y=0,Y—=%, On trouverait 


L red [ten +) 6e 


0 


Si dans ces dernières formules on remplace f(x) par F(u)e*#v-", 


D. . 
par —-; on en tirera 
v 


| di F(u) evn V1 de. 


(131) ! F 
| — — | [env rm + ÉVT) em (mm + 
UV— 1%) y 
1h F{u) eV do. 
0 
ee — | fem (met) F(£ 
u V— 1% V U 


et par suite 


l 


LT EE 
, 





(132) 





vi) et du, 


| | F(x) cos(uu) du 


en V=1 F m—- où ÿ— ) en LL V=1 F 
ï LA y . 





(133) ( ; 


« 2 ÿ—1 








.e-muvy-1 F(- m+ Ë er — emsV F(— 
U 
1e 2 V— [I 


2 


el F(u) sin(vu)du 


, emvV-t r( m + y) +e-myVt F( m—Ë vi) 
v U 





2 


LL e-mov-t F(-m+Ëy s)+emvT F(—m+ÉV=) 
v v 








2 


et y 


ne 


et du 


- et dy, 
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;; F() cos (vu) du 
0 d 

opeemYT F( m+É Vs) em F my) 
(135) Gas sul PAR et du. 

Re pre LL p—— 

' FEV) -r(-£ =) 

Lf et du, 

U 0 2ÿ—1 ; 


F(u) sin(vu) du 


ne em F(m+# V— ) + e-mov (mr Es) 
U | 
(136) =-if : - € v do. 
0 ÿ . 


MT) r(-8 


Er: = el do. 








Or, il suffira évidemment de développer les seconds membres de ces 
équations en séries ordonnées suivant les puissances ascendantes de - : 
v 
. > ax? te 
puis de remplacer # par 5,» par « ou par la fraction ——— qui diffère 
À x? — at 
U . our 
très peu de x, et v par => pour obtenir les valeurs des intégrales 


La LA L 2 
lo) «Ve à Fe RSC 
Î cos — F(s) ds, fn? F(s) dx, [cos F{x) de, 
Œ 


ER ET 0 


er? ar? ar? 











É cos F{u) du, Î sin F(u) dy, j cos “© F(u)dvu, 
0 


a x? 








rx x? a? 


développées en séries du même genre. Lorsque les dérivées de la fonc- 
tion F(x) conserveront des valeurs finies, 1° pour w—0o, 2° pour 
u = +, les séries trouvées coincideront avec celles que renferment 
les équations (81), (130), .... Mais, si la condition que nous venons 
d’énoncer n’est pas remplie, on parviendra évidemment à des séries et 
_ à des formules nouvelles qui devront être employées dans la détermi- 
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nation des ondes relatives à des valeurs sensibles ou à de très grandes 
valeurs de v. 

Concevons, pour fixer les idées, que la courbe représentée par l’é- 
quation (20) soit une ellipse, et que cette équation se réduise à 


! 
> 


(137) r=—h(i-2) 


* T? 
Comme on aura, dans ce cas, F(5) = — (: —- œ) * on conclura de la 
formule (135) 


L 2 
vu ni 
f cos — Flo) di 
(e 4 


1 
5 


4, 
Lt DNA) tas (: Le 
DU LA. , un 
!L 2 ÿ—1 gs ? 


puis, en développant l'intégrale relative à # en une série ordonnée 





. . Ï La La 
suivant les puissances ascendantes de =; et observant que l’on a géné- 


ralement, pour des valeurs entières de 7, 


dt 1 US De on +: + 
[ n°" 2e *du=T(an+i)= re #5 
s 2 2 2 2 


‘on trouvera 








T : ps 3 
nd de 7) 
vie y (2 | ne DRE EAU ie Yé n 
t.3/1 ER PE Po c)'+ cos | 3) 
nu | is di Vases Clic aenile us .. U — — | 
Fiat 4.6 0,2,2,9\ay 4/) 
L’équation (138) se rapporterait non plus à une ellipse, mais à un 


cercle, si l’on supposait À — «. Enfin, si l’équation (20) représentait 
une courbe parabolique, et se réduisait à 


(139) r=—h(i—?)" 


4: 
Rte qui 


pre FPE CARE CS SE ES 


# 
#“. 

. 
& 
VA 
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UE: ee :.;n . [a] a 
a désignant une quantité positive, on trouverait F(5) — —A(: _ 2) : 


et l’on tirerait de la formule (135) 














En substituant les formules (139), (140), ... à l'équation (8r), on dé- 
terminerait facilement les sommets et les points les plus bas des ondes 
propagées avec des vitesses constantes, et relatives aux diverses formes 
de la courbe représentée par l’équation (20). On ne doit pas oublier 
qu'il s’agit ici uniquement des points les plus bas de la surface qui 
enveloppe supérieurement ces mêmes ondes, ou, en d’autres termes, 
des points de passage de la première onde à la deuxième, de la deuxième 
à la troisième, etc. Ces points de passage, que M. Poisson a détermi- 
nés, dans le cas où la courbe se réduit à une parabole du second degré, 
ont été désignés par ce géomètre sous le nom de nœuds, et il appelle 
dents des ondes ce que nous avons appelé silons. 

La méthode qu'on vient d'exposer fournit aussi le moyen d’établir 
dans les différents cas les formules qui doivent être substituées à l’é- 
quation (130). 

Jusqu'à présent nous avons fait abstraction de l’une des trois dimen- 
sions de la masse fluide, ou, en d’autres termes, nous avons supposé 
que le mouvement s’effectuait de la même manière dans tous les plans 
parallèles au plan des æ, y; ce qui arriverait, par exemple, si, le fluide 
étant renfermé dans un canal rectiligne et d’une largeur constante, on 
faisait naître le mouvement par l'immersion d’un prisme ôu d’un 
cylindre dont la longueur serait perpendiculaire à celle du canal. Con- 
cevons maintenant que l’on restitue au fluide ses trois dimensions, et 


que la cause du mouvement soit une altération primitive du niveau 
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dans une petite portion de surface adjacente à l’origine des coordon- 
nées. Les lois de la propagation des ondes ne devront plus être déduites 
de la formule (b), mais de celle qu'on obtient en substituant à la 
quantité Q, dans l'équation (a), le premier des termes qui composent 
la valeur de cette quantité dans la seconde des formules (80) (II° Par- 
tie). Il faudra donc, à la place de la formule (b), employer la suivante : 


D œ a E ti A EL VE 
hr) r= nf ff cos {ut eTr-sin9 COS _ Eu, ji de dede, 





En opérant sur cette dernière, comme sur l'équation (57) de la troi- 
sième Partie, on trouvera 


be pes LL es er M UC ee 
JL m+(—07 &—S+(p—2) 


On a d’ailleurs, en vertu des équations (6), (13) et (15) de la Note IV, 


MES 
RE 
eee 











s,4) 
&) [ JA FUROA )sin(a du de = [7 [recu anse fines6 5 


et par suite 


ne 
(144) f. de cos ( (ak? st sin +») du de = 3 [| TE) con at ea de. dO. 


Cela posé, la valeur de y, donnée par la formule (142), deviendra 


: 1 

à AA 2 n < 2u > 
(145) = — ” J . . Î e2 c0s5 cos eos | Éd | F(S,p) HAINE . 
MES DS dy. de Ÿ 0 VIZ—w)?+(2—p): RP + RS 


D'autre part, comme on a, en vertu des équations (12) et (16) de la 











troisième Partie, 


= 


(146) je cos (2#u)° cos p. du — PP (sin: + COS :) = f Le-CAW cos p dy, 
0 2! È 0 


il 
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on en conclura 


| ‘a | gl?u cosô | 
COS COS : =| du 
0 D did 


1 1 
T9 1 ot2 1 op? 
h4)T = ; re red 9 < [sn 1er cos : sise ; er cos 8 | 
f(e—oe+(s—pel Ven + (sp) Van +(3—p} 























gt? cos 


pra er et rl cos 4 du. 
On aura donc encore 
L 
I FL Le . cos? 9 : Let? cos9 ler? cos9 Fc. pb) did do 
= | sin + COS . 42 
47 en &)?+ (20)? Viz—S)2+ (2—0)2 Vi 5) +(3— pftt—o)?+ (02? 


DE ment jai d 
“a cos ÿ cos e PE en F(®, 0) ee de do 
| 2724 d [22 Bras 


(x—S2+ (202 


\ 





























+ ces diverses formules, les limites des intégrations relatives aux 
deux variables & et ? peuvent être censées réduites à des quantités très 
peu différentes de zéro, puisque la fonction F{5, +) est censée devenir 





| nulle, dès que les variables & et » acquièrent des valeurs finies. Pour 
cette raison, on peut négliger & vis-à-vis de æ, et 5 vis-à-vis de z, dans 
À le binôme (x — 5) +(: — &)°, et dans le radical {x — 5) +(3 — p)°, 
| toutes les fois que ce radical ne se trouve pas sous le signe sin ou cos. 
} En opérant ainsi, et faisant, pour abréger, 

(149) ù Vx?+z—r, 


puis supposant, comme dans le Mémoire (p. 72), 


(150) taf Î F{w,) dx do, 


on trouvera définitivement 


! 


\ Lot? cosh Lut? cos ; 
; er ribe 2) ah de sf. Cd cos? 9 | sn _— ns + COS ice? | F(s, 6) dÿ da ds 
vbs LA En en 1e Vie sP+ (spi? 


(151 














+ 
3 


u2 
2 Lu cosb 
GR (Er 
= ge a [fe ent ensg e (7 qua 
27R*1/ 0 0 
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D a à à oh ML 





Là 
nas 


(633). ,Y = 


[A ; 7 
G. /rget°\°.[* rt? COS 0 t2 cos 0 / ot? C0SŸ\ . et?cosû 
| = 7 ? = (- 8 ) f fs ee) cos &. 7 nice EU" ) sin D TES 

| 4r?r2\ or 5 à TL Ar 2r CE 
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Lorsque le temps £ devient considérable, l'intégrale 


T 1 
2 (E+ cos0 


(152) f f £ cosÿ cosy e 
0 


s:0 


s ) du. d0 


[2 


obtient une valeur très petite; d’où il résulte que la formule (151) se 


réduit sensiblement à 














1 
1 /re\? 0 A à TT: Lol? c0s9 gg? cosû |, 
mr C s) dt f 4 [l 8 cos? 0 | sin = - + COS ds F{s, o) dids de. 
arr tr Ja Vsév ie Vix—s)?+(2—0)? Vlx— + (2— 0)? 


Si, de plus, l’are 


(154) se 











pour toutes les valeurs de & et de » qui ne font pas évanouir la fonc- 


tion F(5, p), on aura, à très peu près, 








G rg\?90 . gt? cos0 1? cos 0 3 
F . (2 : 18 (sin BE? + cos 2" | cos? 9 do 
ri 0 r 4 r 


3 
cos? 6 di. 














Cette dernière équation, quand on y remplace r par +, coincide préci- 
sément avec celle que l’on obtient en substituant, dans la formule (62) 
de la troisième Partie, la valeur de E tirée de l'équation (69). Si le 
temps n’était pas assez considérable pour que l'intégrale (152) püt être 


négligée, on trouverait, au lieu de la formule (155), 








f " 2 
G /rg\?0 f,./. gt? cos gt?cosf\ À 
pm (2e) SF 6 (sin ET + cos À Fr) cos*9 dû <4 
GnR2r1f\ar 06) 4r 4r 


1 
gl? cos |? 


= ni] 2 cosÿ cosp e 6 } au dé. 
22 PEN Te D 


ie 


ds nt un gd: à 


É 


4 
3 
+ 
ne. 
4 
3 
# 
# 
ä 
Æ 
D 
L. 
4 





| 
ke 
| 
É 
| 

| 
Ë 
k 
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Ë 
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Les formules (155) et (156) suffisent à la détermination des premières 
ondes dont le mouvement est uniformément accéléré. 
Lorsque, le temps venant à croître, le rapport 


2 


gt? 
4V(z—©)+(2—p} 


” 








obtient des valeurs très grandes et sensiblement différentes les unes 

des autres, pour les diverses valeurs de & et de s comprises entre les 

limites entre lesquelles la fonction F(#, #) cesse de s’évanouir, il n’est 

plus permis de substituer à ce rapport, sous le signe sir ou cos, la frac- 
gt 


tion ro Mais on peut alors déduire de l'équation (153) une valeur 


fort simple et très approchée de la variable y, à l’aide des considéra- 
tions suivantes. 
Si l’on fait, pour abréger, 








ot? 
(155) Le] —S, SCOS0—Ss— y, 
d EVE SP + EP 
el 
3 
É) 
(158) f(u)=[sin(s —u) + cos(s —»)] #5 


on trouvera 


wi 























À of2 À of2 3 
f [sin AAA + cos ser. cosg Jeus5 4 
0 ir PR is ph Hem r (Sp 
3 
(159) { Fe. (—£) 
= | [sin(s — u) + cos(s — u)] dy 
0 Vs®—(s—p)? 
1 é dy. 
{| f(u) 
0 L.° 
De plus, on aura évidemment 
NE PC le 
(160) ROSE RTRUE 
one p': "Vu me 


ot: 
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Or, la quantité s étant par hypothèse très considérable, il en résulte que 


la fraction 


[MES 


PETER 
| 
o (F 
Re 
| 


se réduira sensiblement à l'unité, pour toutes les valeurs de x com- 


prises entre les limites o, ÿs, et que l'intégrale 


V5 
(Gr) sk fu) 
0 


différera très peu de la suivante 


(162) E [ sin ( une TE 
u* 
D'autre part, comme, en posant a — — + dans les formules (5) de a 
Note II, on en tire - 
3 
(163) A de ns ) 
0 L° 
(164) “À [sin(s— u) + cos(s—u)]—— (ar) sins, 
0 2 
D. 


nous devons conclure que l'intégrale (161) est sensiblement équivalente 


au produit 


Quant à l'intégrale 


(165) 


elle vérifie les ue équations 


Vs+r s 
He ii fu) + [ fu), 
Vs : Vs+r ‘à 


Le 
ME do. » do. 
fu Fr Ep fe) + f fu) Tr 


Vs D. e 72 


vs 


“0 
HE 
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Comme on aura d’ailleurs, à très peu près, entre les limites w — y, 


m=Ss, 
1 
7\? 
em =—tp) (+5) 25, 
on trouvera encore 
, s d S—T de fe d 
(167) ae = f fer) = f f{u)—. 
Vs+= pi? vs (u+rT) vs be? 


En conséquence, on tirera des équations (166), ajoutées membre à 


membre, 


s Vs+r s 

d d du. 

(168) Let + f et 
‘ 2 vs p S—T u° 


mu = Vs +7, 


2 
(9 
——— —=1, fu) = sin(s — um) +cos(s —u), =, 
+ 


il est clair que l’équation (168) pourra être remplacée par la suivante 


s du 5 Vs+r 
uGg) fre) f Csin(s—w)+cos(s—u)lar. 

vs Ra "va 
Donc, puisque la valeur de s est très considérable, l'intégrale (165) se 
réduira sensiblement à zéro; d’où il résulte que le premier membre de 
la formule (160) différera très peu de l’intégrale (161) et du produit 
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(2r)° sins. Cela posé, la formule (159) donnera 


w1 4 
_ 









































Lot? cos9 Lot? cos 0 ‘1 
sn 15 = + cos ir - cos” 0 dû 
Jo Va -eN+ts "er V(r-epP+is-p7 
Le 
(150) 4 (2) x 
: 4 te SIN S 
$ 
1 
AS LR" RFI VE 1 of2 
| =|# UE soRS p) | ES ist 
\ 8t Vir-w+{2-Rf 
ou, à très peu près, 
| sin : + cos = eus 049 
6 #— ©) + {3 — 0} (æ—D\'+(3—p} 











En ayant égard à cette dernière équation, on tirera de la formule (153) 














; V2 1 +ol? 

(192) y 7 a _ (w, p) da db, 
fret ot ed eu » P) 

ou, si l’on fait 

(173) Avis esp}, 


on aura simplement 


262 [7 [eat 
= 4rr?t ot 7 é "TER Fi, p) do dp 
(174). 74 


La V2 ie gt? gt? ; 
| te "4 (sn ÊR +R ) F{æ, p) di do. 


H est important de remarquer qu'en vertu des formules (149) et (173) 








r et R désigneront, au bout du temps #, 1° la distance horizontale 
du point qui a pour coordonnées x et y à l’origine des coordonnées; 
2° la distance du même point à celui qui aurait pour coordonnées & 








j 
Ë 
a 
| 
È 
L 
‘ 
| 
È 
|. 2 
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‘ à gt? ‘ ; Fe £ 
et ?. Ajoutons que, le rapport fr 2yant par hypothèse une très grande 
valeur, et le rapport z une valeur peu différente de l'unité, on pourra, 
dans la formule (174), négliger le terme sinS= vis-à-vis du produit 


1R 
5! cos 8 et remplacer ce produit par le suivant : 
4R 4R° " P | 5 P P V . 




















Telle est l'équation qui devra servir à déterminer le mouvement des 
gr 


: 
Gr. 


ondes correspondantes à de très grandes valeurs du rapport 
Faisons maintenant 





p}* 
1 


G—r—R=r—Y(z—-0+(3— 
=r—[r—o2(mx+p:)+w+p} 





| GX + DZ 
peer ; — —- 


la quantité w restera très petite, et sera peu différente du rapport 
DX + pz ; : » 
“7, pour toutes les valeurs de 5 et de e, qui ne feront pas éva- 


nouir la fonction F(5, 2). On aura d’ailleurs 











us M. ET as. 
(177) + ftr—6) = 4? AM Du rss 
et si, dans la série 
(138) SRE ARR ES SENS 











, ? rh 
4r  4r2 4rs 


le premier terme obtient seul une valeur considérable, l'équation (1551 
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se réduira sensiblenrent à 


G pt? gl? 
{(1r0) ir OL GORE 
. 7 Vadre #7 


Cette dernière équation convient encore aux ondes dont le mouvement 
est uniformément accéléré, et peut être substituée avec avantage à la 
formule (155). Si l’on y pose 








‘180) — k, 

; ET 4 

elle donnera 

(181) .— GU k3 cos k 
_. Pat reg? 2 


Par suite, les sommets des ondes que nous avons considérées dans la 
troisième Partie du Mémoire (Section If, n° 7) correspondront, pour 
des valeurs considérables de #, aux diverses racines de l'équation 


d(k3 cosik) : RD 
dr —0, Ou tang= —7 





‘182) 


lesquelles coïncideront à très peu près avec celles de l’équation (70) du 
numéro cité. 
Fe [El 
Lorsque, dans la série (178), le second terme & acquiert une valeur 
4 
très grande, et comparable, par exemple, à la moindre valeur du rap- 
I *e ; . 3 : ; NE hi 

port => l'équation (179) devient inexacte, et l'on est obligé de recou- 


rir à la formule (175). Concevons que, dans la même hypothèse, on 
attribue à £ une valeur constante, et que l’on fasse varier æ, y de quan- 
tités Ax, Ay assez petites pour que l'accroissement correspondant de r, 
savoir, Ar, ne dépasse pas la fraction 





(183) Mo 
5 


La diminution correspondante de l'arc 


EE is 




















Do D D D SE 
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différera très peu de # #5 = AR, ou même du produit 


BCE, 
fr 


compris entre les limites o, 27; et, pendant que ce produit passera de 


Ta première limite à la seconde, l’ordonnée y, déterminée par l’équa- 


tion (175), obtiendra diverses valeurs, les unes positives, les autres 
négatives, dont la plus grande sera 


gt? /» 
se Ben LC Jef Diene e) de de] 
L 2 œ ; "12 : 2 
LÉ rater | . 


On doit en conclure qu’à l’époque dont il s’agit la surface du liquide se 





(184) 


El 


trouvera coupée dans un espace fini par une multitude de sillons très 
rapprochés les uns des autres. La largeur de chaque sillon, comptée 
suivant le rayon vecteur mené d’un point de la surface liquide à l’ori- 
gine des coordonnées, sera précisément équivalente à la fraction très 


petite 
27 


g®\” 

{r? 
tandis que la plus grande élévation et le plus grand abaissement d’un 
sillon au-dessus et au-dessous du plan horizontal des +, 3 auront pour 
mesure commune le second membre de l’équation (184). Les sommets 
des divers sillons auront donc pour ordonnées des valeurs de y four- 
nies par l'équation (184); et, comme ces ordonnées répondront à des 

; + gt? $ : È ’ 

valeurs déterminées du rapport 7» il est clair que, si le temps vient 

4 
à croître, la valeur de r relative à chaque sommet croîtra proportion- 
nellement à #. Le mouvement de chaque sillon, dans le sens du rayon 
vecteur 7, sera donc uniformément accéléré. Ajoutons que la surface 


du liquide, prise dans une étendue sensible, paraîtra plus ou moins 
OEuvres de C.—S.1,t. I. 32 
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élevée au-dessus du plan des +, 3, suivant que les hauteurs des sillons 
compris dans cette étendue seront plus ou moins considérables, c’est- 
à-dire, suivant que les valeurs de y, fournies par l'équation (184), 
seront plus ou moins grandes. C’est done à cette équation qu'il faudra 
recourir pour déterminer, dans une étendue finie, le gonflement ou la 
dépression apparente de la surface liquide, ou, en d’autres termes, pour 
fixer le nombre et les hauteurs des ondes que présentera cette même 
surface. Cela posé, les sommets des différentes ondes coïncideront sen- 
siblement avec les sommets des sillons les plus saillants, et auront pour 
ordonnées les valeurs maxima de la fonction qui compose le second 
membre de la formule (184), tandis que les points les plus bas des dif- 
férentes ondes, toujours situés, ou dans le plan des +, z, ou au-dessus, 
se confondront à peu près avec les sommets des sillons les moins 
saillants, et auront pour ordonnées les valeurs zinima ou les valeurs 
nulles de la même fonction. 

Dans l’hypothèse que nous venons d'admettre, c’est-à-dire, lorsque 


ou - \ . x 
a acquiert une valeur très grande et au moins comparable à celle du 
UE ge 

1 ; gt? +: SO 
rapport -; le second terme du développement de > savoir, > 

A) AR 4rè 
obtient une valeur sensible. Si l’on suppose d’ailleurs que le troisième 
terme de ce développement conserve une valeur très petite, on aura, à 


très peu près, 











1 QE l 
(185) ë 
puis, en désignant par 24 la plus grande dimension de la portion de 
surface liquide que l’on a soulevée ou déprimée à l’origine du mouve- 


ment, et faisant pour abréger 





ee ol? a 
(186) PRRE UT 
on trouvera 

1? v 
(187) sure) 


En vertu de cette dernière formule, les équations (175) et (184) devien- 
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œ 


HT si 
+Ef EP Ediur di JA PT à F 





[| É cos 287 + P2) F{o, 2) de | 
Le — À 


a 








De plus, si l’on appelle 8 l'angle formé par le rayon vecteur r avec l'axe 
des æ, on aura évidemment 


(190) HT C080, y —r MP; 


de sorte que l'équation (189) pourra être remplacée par la suivante 


PRE, v\ | LÉ LénepE res 2 
2Rr\@ | a 


# Æ , ip RE RENE) (a, 9) de de 








[4 





Si, dans-celle-ci, on substitue pour r sa valeur tirée de la formule (186), 
savoir, | 


Cor 4 
(192) r—=3t mars. 


et si l’on fait, en outre, 
| u=| £ f copine CAE Miss. 9) tm de | 
103 PRE 
(199) ET [Tu cos0 + psin6) 2}: 
+ Ë sin se Fm, e) dm de | | ? 


32. 





LES 








\ 
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on trouvera définitivement 





ÉS 3 
2 Ya 1 3 
(194) y=®() U*. 


Concevons maintenant que l’on veuille déterminer les sommets et les 
points les plus bas des diverses ondes que présente, au bout du temps £, 
la surface liquide, dans un plan vertical mené par l’origine des coor- 
données, et correspondant à une valeur fixe de l'angle 0. Il faudra 
chercher les valeurs de la variable r, ou, ce qui revient au même, de la 
variable », pour lesquelles le second membre de l'équation (194) de- 
viendra un maximum où un minimum. En d’autres termes, il faudr: 


chercher les valeurs de » propres à vérifier la formule 


ci 
(195) alu), 


En substituant ces valeurs dans les équations (192) et (194), on en 
déduira : 1° les distances horizontales de l’origine aux points les plus 
élevés ou les plus bas des différentes ondes; 2° les ordonnées de ces 
mêmes points. Ajoutons que, si le temps vient à croître, le rayon vec- 
teur r, correspondant au sommet de chaque onde, croitra, en vertu de 
l'équation (192), proportionnellement au temps; d’où il résulte que, 
dans le sens de ce rayon vecteur, le mouvement de chaque onde sera 
uniforme. Remarquons enfin que les diverses valeurs de », tirées de la 
formule (195), et substituées dans la formule (192), fourniront, entre 
les coordonnées polaires r et 8, des équations qui appartiendront aux 
courbes figurées, soit en creux, soit en relief, par les différentes ondes, 
autour de l’origine des coordonnées. 

Dans le cas particulier où la portion de surface liquide, primitive- 
ment soulevée ou déprimée, se trouve divisée en deux parties symé- 
triques par le plan vertical des +, y, et par le plan vertical des y, £, 


on à 


(196) F(m,o)—=F(—w,p)—=F(s, —p)—F(—",—p), 
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et par suite 


Î Î sh Net F(o ,p) de de — 0, 


Ds [ces #1 65 DEN Rissp} di db 


me “er: uw COS ÿ up sing … 
a: À cos —. cos = F5, p) di do. 


Dans la même hypothèse, les formules (193), (194) et (195) se ré- 
duisent à 


(197) Us f cos 2088 cos M ns < 
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© 
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Î 
af 
PT en 
Q 
oo 
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Se A 
11 
L «3 
DNS 5028 
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FE 
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Te 
d 
Q 
© 
un 
D 
ce 
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=) 
D 
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Qu TT 





: œ L 2 . 
um COS Ü vo sin 9 
F #1 COS — 008 — Fax, p) di + 
A Le 4 
— *% nn 


ES Où 
dy 


- 


(199) 





La dernière peut encore s’écrire comme il suit : 


Le [3 RARE ue F(w, 2) ds dp 


| sf ru 2m 6080 + pain) sin 21® 2050 + P o sin)  F{w, 0) dw de. 


Le 4 





(200 








On doit observer en outre que, si l'équation 


(201) J f És S cos PM F{r, 6) de do — 0 





a des racines réelles, les valeurs #trima du produit Ur? deviendront 
nulles, et correspondront précisément aux racines réelles dont il s’agit. 
Enfin, si, dans la formule (192), on substitue les valeurs de » tirées 
des formules (200) et (201), on obtiendra les équations en coordonnées 


[Lo 
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polaires des courbes figurées en creux ou en relief par les différentes 
“ondes. 

On peut faciliter, dans certains cas, l'évaluation des intégrales dou- 
bles que renferment les formules précédentes, en substituant à l’une 
des variables & et la variable © déterminée par l'équation 


DX + pz 
: 





202) & — — & COS 0 + p sin 8. 


Ainsi, par exemple, en opérant de cette manière, on trouvera, au lieu 


RS LE ac UG) w — w.C0S0\ dx du |? 
cos — F{sx, ; = 
: id a sin ÿ ) sin 0 


—0 


de la formule (198), 


5 — 
. 











On pourrait encore considérer les variables 5 et + comme représentant 


des coordonnées rectangulaires, et leur substituer des coordonnées 


polaires s, +, assujetties à vérifier les équations 
20/4) DES. COST, p —8 SINT. 
On trouverait alors 


s—Vÿo:+p?, wcos0 +p sin0 —s cos(r — 6), 


a 1 F2, 0 + si 
fE cos 15.008 9 PTE | dodo 


œ 


æ 27 \ 
US COS(T — Ü À 
+ Î cos L'F(scosr, ssint) s ds dr, 
G 
0 0 








et Ja valeur de y deviendrait 


2 3 31 us COS(T—6) 4 
(205) r=2( ) » ER J= hss dk: LEP a Fi osssin sd | | 
g L '\d 87 œ à 


Lorsque le volume de fluide primitivement soulevé ou déprimé est 


ME 





terminé par une surface de révolution dont la génératrice a pour équa- 
tion y = f(x), on a simplement 


LA 


F(m,p)=f{(Ve +p?)=/f(s), 


OR 








a dl du vins À 


GS dE A pd en GATÉ 


AT ST PU OT ST NON TT 






de 
ES 


“# 
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en sorte que la formule (205) se réduit à 


U 
E 


0 27 | 2 
us COS(T — 6) 
[ if cos PAS d= 
“0 vo - | 


Si la base du même volume, dans le plan des +, z, se confond avec le 


| 


3 
2 


(206) = (ee ren) v° 








cercle qui à pour équation 
(207) x? + 22 = @?, 


les intégrations relatives aux vRrauIes s et = devront être effectuées 
entre les limites 


ou, ce qui revient au même, entre les limites 
$—0, Sa; T0, 7—=0+aT;: 
et, en faisant, pour abréger, 


cos(r — 0) —EË, 
on trouvera 








Cette dernière valeur de y étant indépendante de l'angle 9, il en résulte 
que, dans l'hypothèse admise, les courbes qui marqueront les sommi- 
tés et les points les plus bas des différentes ondes se réduiront à des 
cercles concentriques. 

Dans la même hypothèse, on tirera de l'équation (203) 


1 
(209) js 1 | cos f (rente ) 2 IR l 
VIT \uge) ? Sing sing | |? 


1 
2 





» | 
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l'intégrätion relative à © devant être effectuée entre les limites 
(210)  m—® cos — sing Va? — &?, æ—0 cos0 + sin 9 Va? -— w?, 
et l'intégration relative à w entre les limites 
(211) D 4: 0 +2. 


Si l’on fait d’ailleurs 


(212) @—@y et æ—w COS6 — au sinb, 


l'équation (209) se trouvera réduite à 


D À VI + 2 12 
(213) r=Ÿ(s : A se cos (uv) (a Vu? + y? | ; 
ou, Ce qui revient au même, à 

L 3 Vi» 
2) v . IL [ces uv) f(ayu? mr] 
Vi 
| — ne [ f . cos{uv) f ne É 


On peut remarquer que la formule (213) coïncide avec celle que lon 


déduirait de l’équation (198) en posant 


n 








Kl= 





O= =: F{m,p)=f(Vet+pt), dau p=a. 


Ajoutons que, pour tirer les formules (208) et(214) de l'équation (194), 
il suffit de prendre successivement 


1 1 dé 
(915) U=æiæf f cos(uËs) f(xs) s ds À, 
0 0 Vi — 6? 


Vins. Lait 
(216) Use [ cos (uv) fa Var?) du d, 
0 0 











RS AS 


RP M DO OP 











co. din dre à “nuits: if; D dre avé 


ci ais “dé tuppiiches ob did nl 


os nt ne 


4 
kr 
4 
ol 
> 
4 
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les signes des seconds membres étant choisis de manière que la quan- 
tité U soit positive. 

Lorsque la fonction f est entière, on peut effectuer immédiatement 
dans l'équation (215) l'intégration relative à s, et dans la formule (216), 
l'intégration relative à ». Concevons, par exemple, que le mouvement 
ait été produit par l'immersion d'un solide de révolution, et que ce 
solide se réduise à un cylindre, à un cône, ou à un paraboloïde dont 


la génératrice soit représentée par l’une des trois équations 


(219) Y—=—h, r=—hfi-£), r=—h(i-5) 


On trouvera, pour le cylindre, 


(218) 2}° cos(uy) dy; 


ee 
Î 
FH 
EN 
8 
Le 
> 
SR 
© 
{Ld 


pour le cône, 








v0 


1 1 2 care 
(219) Ua h f (tes 24 = a cos (uv) dy; 
2 \i+yi+v 


et, pour le paraboloïde, 
Fa RE) = = hfi— pr st), 


1 3 ‘ 
(220) = path [ (1— 2} cos (uv) dy. 
0 


On développera facilement ces valeurs de U en séries convergentes 

È ‘ ‘ 0 ei à 
ordonnées suivant les puissances ascendantes de ». En effet, pour y 
parvenir, il suffira de remplacer cos{uw) par la série 


£ 


u? y? ut yt 


1.2 MERS 





Après ce remplacement, on pourra effectuer les intégrations relatives 
à y entre les limites y — 0, y — 1; et l’on obtiendra ensuite les points 


LA 


OEuvres de C.— SI, t. 1. 35 
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les plus bas et les sommets des différentes ondes, à l’aide des équations 


a(u*) 


— 0. 
dy 


(221) Vo; el 
Si l’on emploie en particulier la valeur de U donnée par l'équation (220), 
on sera conduit aux résultats que M. Poisson a obtenus dans son second 
Mémoire sur les ondes. Mais, si l’on part des équations (218) et (219), 
on obtiendra des résultats différents. Par conséquent, la forme du solide 
immergé influe nécessairement sur les hauteurs et Les vitesses des ondes 
dont le mouvement est uniforme. 

Si, au lieu de la formule (216), on emploie la formule (215), on 
pourra immédiatement développer son second membre en une série 
convergente dont les différents termes se réduisent à des intégrales 
simples. En effet, si l’on a égard aux équations 








AE are 07 
(222) cos(vsé)—1: Re ras 
et 
1 e : 
Are AUS 1 ; A D OP 
(223) , a =f (cosr)?" dr — (r.2135 nn) a2n+1? 





as ; Ne 


On aura d’ailleurs, pour le cylindre, 





1 
flas) == Ah, + de ; 
s 2n +2 


et par suite 





2 ad NE oi à 
(295): ÜU=Era “|: RES F3 Tr.) 4 (2.2.3)? 





bombes dthnle tte citée. LOS SS  SSSS 
DE DORE CORNE" SNPENEE 
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pour le cône, 


I 


Jas)=—h(1—Ss), à PRET a; (an +o)(on +3) 








Ha pan 5 2 NES 03 
(226) U—+ara n| = 5. RE MPETATE 8.g1r.3.3}° 











ee Un Ch os Tool 1 (au) 
(27) U= 2 nat | CNE AS TR l(La 4.5 2.3 


Si l’on considérait le solide de révolution engendré par la parabole 
tangente à l'axe des æ, et à laquelle appartient l'équation 


on trouverait 








1 
2 anti (r = »2\2 de — du 
A D 
D à Co Cut Ge + 
tarte ie 56 1 678{r2 gore. 


Enfin, si l’on considérait le solide engendré par la révolution de la 
parabole du troisième degré, à laquelle appartient l'équation 


on trouverait 
flas)——h(1—3s+92s), 


1 
6 
s2n+1[1— 358? + 253) ds — Fr 
J ) (2n+2)(2n+4)(an +5) 





1 1 1 (ju)? 1 1 (su) 1 1 (iv) és 


M irnihl à À ERA | TT 
(239 EU ra 0e F1 F34 9 (12) 4.5 11 (1.2.3)? 
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En général, toutes les fois que /{x) sera une fonction entière de +, on 


obtiendra immédiatement la valeur de l'intégrale 


1 
(230) l SAT fles) ds, 
0 


en remplaçant, dans le développement du produit sn flas), les puis- 
I I 


9 


9 . I 
sances s7%1,82043, 53, par lesiractions , E EE 
2n+2 2n+3 2n +4 


Au reste, la valeur de l'intégrale (230) peut quelquefois s’obtenir en 
termes finis, dans des-cas où l’ordonnée de la courbe génératrice n’est 








pas une fonction entière de x. C’est ce qui arrivera, par exemple, si 
l’on détermine cette ordonnée au moyen de l'équation 








F—=— h re HAT 
On trouvera, dans cette hypothèse, 
: eatt=s$) 2} 
flas) US | DONNE TE 
ESS 
As ina RE SL ONE 2 PRE sir APS 
Fire (et —1)a?t+2 1 tk: 1.2.3...(27n +2) 








D ara?h HSE a a? 3 (ec ie. dr a? a" Lu? F 
(er nat Vives 1,2 \ LU LR" 120 CHAR 


On peut remarquer que équation (231) se réduit à l'équation (226), 
dans le cas particulier où l’on prend a — 0. 

Si l’on substitue la valeur de U donnée par la formule (224) dans les 
équations (221) qui déterminent les points les plus bas et les plus 
élevés des différentes ondes, ces équations deviendront respectivement 


4 


Pet 





sole diese cost ide isistinh….. déchu ét DS 
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et 
à 1\2 lu? ; 
5 | s flas) ds — 7(°) () f s? f(æs) ds 
(33 0 à +/%o 


| +u() (5) (ss las) ds 0. 
































{ 1 tu? 1 (ju?)? 1 (tu?) 1 (+u?)t 
Host ns (Ha): 4 (1.2.3) LA (r.2.3,4)2 Et 
(234) t., 9 (4 2)2 K (+ 2)3 (4 ) 
LE tels, 19 (vw) Le 
; ue (1,2 }? 4 (1 #38 4 (ORNE Li " 
pour le cône, à 
ao Ann Ur QU EE . (ul | 
++ 191 6.7 (1.2)? 8.9 (1.2.3)? ‘ 10.11 (1.2.3.4)? a 
(a3$}:6:3 
D Nr 0, Ur... 
rie. 45 a 7 (1.2)? HERO HOT 1,3,3.4 sea 
pour le paraboloïde, à 
Mona ul Pr te ren 
(236) pi 18,3 "1 LE T: (Ra). 4 (E2 3." 56 (r.2.3.4)3 fre 
2 
D Le Mo Gp 
Hu. 6971 élra)s 45 (5.2.5) 6 (1.2.3.4)? TUE 


enfin, pour le solide engendré par la révolution d’une parabole qui 
touche l’axe des æ, à 




















Poire D Cl 
di 4:: 40680 1 6.7.8.{1.2}%: : 89510 (1.2.3)? 

: ARE ue. 

10.11.12 (1.2.3.4)? ins 

(233) \ 

3 ï 7 AA II AS RS 15 “urit 
2.3.4. 4.5.0 : 6:78. (1.2) 8:9.10 (1.2.3)? 

19 Nr 

10.11.12 (1.2.3.4)? RES 
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En déterminant les premières racines de ces diverses équations, on 
reconnaitra que les valeurs de 5? et de », correspondantes aux sommets 
des deux premières ondes, sont respectivement 


; WP TI), SN ue 1008... 
pour 18 CYBNOPE ser cr e 





Wet JMS Dr Dr 








pour le cône PRE ee 
RE es TN UE FT ee 
TU 11,808 +5 7 U 007 «55 
FU = FR B0n8.;., dE SOLS 
pour le paraboloïde .......:,...., ; 
+U? —10,968..., d = 662417, 


pour le solide engendré par la ré- ({= 3,4825..., u— 3,732..., 
volution d’une parabole tangente : 


rie vd es 
ON RER Cet MORE EEE OT EU EE — 29:599..., v — 10,880... 


\ 


On trouvera de même que les valeurs de <v°? et dev, correspondantes au 
4 
point de passage de la première onde à la deuxième, sont respectivement 


pour le indre, 505 6e cure Lu" 3,;6504:;.5 USE 30816 TE 
pour le cône. .......... HORS PE .Œut=e 0:0863,; y Ur 0,002, 
pour le paraboloïde............. Lu 6,9086.::,:07=0,19360:;:, 


pour le solide engendré par la ré- 
volution d’une parabole tangente | fu? —19,8704..., u—8,g152.... 
à l'axé dei»... ire er | 


Il importe d'observer que la dernière valeur de v, étant fournie par la 
seconde des équations (237) et non par la première, indique un point 
de passage élevé au-dessus du niveau naturel de la surface liquide. 

Si l’on voulait calculer non seulement la première ou les deux pre- 
mières racines de chaque équation, mais encore la troisième, la qua- 
trième, etc., 1l faudrait conserver dans chaque série un grand nombre 
de termes, et les calculs deviendraient fort longs. Toutefois on pourrait 
les abréger en faisant usage de logarithmes, et prenant pour valeurs 
approchées de +v? des nombres dont les logarithmes fussent très 
simples. Ainsi, par exemple, si l’on veut obtenir les trois plus petites 
racines de la première des équations (236), on observera que, dans 


si 
" : À CE 





D di 1 dés disos tt dati à id SL Li cé ann nie 


tés à 


PTE 





4 
: 
r 
| 
è 
4 
4 
À 
# 
+ 
rat 
at 
Ge 
à 
à 
= 
Æ 





DO MEME SEE vd 
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cette équation mise sous la forme 


EME RAS RER id à . ED 
2.3 \ 4 (na)434\ 4) ;: (a:3h4.8\A4 


5 
RE a 
| Gss4556| 4 CRU 











(238) 





les coefficients de la première, de la deuxième, de la troisième, etc., 
; 4 & u? : 
enfin de la dix-septième puissance de =; ont pour logarithmes des 
L 


nombres dont les parties décimales sont respectivement 


52287874,  Gr978875, 44369749, 06348625, 51941820, 
83817096, 03883641, 13574642, 14011123, 05092998, 
90559394, 68028466, 39025005, 04000203, 63346185, 
17406936, 66486684 ; 


et, à l’aide de ces logarithmes, on reconnaîtra sans peine que les trois 


9 


plus petites valeurs de T propres à vérifier l'équation (238), sont 


comprises, la première, entre les nombres 
10991 6,4565.:.: et 10052 —6,6069... 


qui, substitués dans le premier membre, fournissent deux résultats de 
signes contraires, savoir, + 0,00567 et — 0,00053; la seconde entre 
les nombres 

io 79,380: +. et 101225 —77,7827. 


auxquels correspondent encore deux résultats de signes contraires, 
savoir, — 0,00264 et + 0,000; enfin la troisième entre les nombres 


101:525— 33,496... et 101:55— 35,481... 


dont la substitution fournit les deux résultats de signes contraires 
+ 0,0005 et —0,0038. En poussant plus loin l’approximation, on 
trouvera pour les valeurs approchées de +1? correspondantes aux trois 
premières racines de l'équation (238) 
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et pour ces racines elles-mêmes, 


ve 6,1:300,.,, 00.44: 


SU LOS, 


Après avoir calculé les racines des équations (234), (235), (236), 


(237), il ne restera plus qu’à les substituer dans les formules (192) 


et (194), pour obtenir les valeurs de r et de y relatives aux sommets et 
aux points les plus bas des différentes ondes. En opérant de cette ma- 


nière, on s’assurera que les valeurs de ret de y relatives au sommet de 


la première onde, au point de passage de la première à la deuxième, et 


au sommet de la deuxième onde, sont respectivement 


rs. 
pour 16 CYHAdrE :..5. 2 r—0,2554.. 
| r—0,2146.. 
(ee 0,2025:: 


Dour Ip C0ME EL uv an. à | 


pour le paraboloïde . .. 


. 
a 


r—0,1942 
/ 
r — 0,288 


pour le solide engendré 
par la révolution d’une 
parabole tangente à l'axe \ 


r—0,2001.;. 


r—0$1008:,% 


r—0;,8090:.. 


FD; 2100 1 


AVga, 
e Vea, 


L ga, 


LVgaæ, 


AVga, 


PE 4,388. 
dre 
Y'— 2,270 
Frs ;101 
À Sp 

y 0, 170 
Y=1,616 
=0; 

7 = 0,687 
7 = 0,824 
V0, 109 
y — 0,189 
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he a Mio an Dé te es pis +R S 
Do eo ve OUR EU RE LU OP 2 ee CO RS PS RS ER OT I I DNS I 





cdi ie Coin mode bis som 4h dite Éd esien i 
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La règle par laquelle on détermine le reste de la série de Taylor 
suffit pour montrer que la somme de la série, qui forme le développe- 
ment de cos(vs?) dans l’équation (222), est comprise entre la somme 
des r premiers termes de cette série, et la quantité à laquelle se réduit 
la même somme, quand on change le signe du n°" terme. Or il est clair 
que les séries (234), (235), (236), (237), jouiront de la même pro- 
priété, et qu'on pourra en dire autant des séries (232) et (233), toutes 
les fois que la fonction /{xs) ne changera pas de signe entre les limites 
$—0,s$=—1. Cette remarque fournit le moyen d’assigner une limite 
inférieure aux racines positives de chacune des équations (234), (235), 
(236), (237), ete. Par exemple, la première des équations (237), ayant 
son premier membre compris entre les limites 





ou 


n’admettra pas de racines positives, inférieures à ÿ20 = 4,47.... On 


peut ajouter, et nous le prouverons plus tard, que cette équation n'a 
pas de racines réelles. 

L'équation (215), dont nous nous sommes servis dans ce qui précède 
pour déterminer la valeur de U, peut être remplacée par plusieurs 
autres qu'il est bon de connaître. D'abord, si dans cette équation on 
développe /(2s) suivant les puissances ascendantes de s, l'intégration 
relative à s pourra s'effectuer, et, si l’on fait 


. (239) J\as) = A + Bs + Cs? + Ds? + Esi +..., 


on trouvera 


1 
£ (A -+Bs + Cs? + Ds? + Est +.. .}s cos{u£s) ds 
0 











in v?\ 
v 





— “nes 


dv £? du? 6 du? 
Œuvres de C.—S. A, t. 1. 34 





du 





CAE © 
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et par suite 





RES , [Sinvf 
o( U B ne ) 











E 
Pieter sé de or orties er 
À + ga : du A du? 
241) { 
os 1 — COS UZ 
D ue dt | ER 


De plus, si dans le second membre de l'équation (216) on développe 
f(ayu?+*) suivant les puissances ascendantes du radical ÿu*+ v*, 


on en tirera 


/ NT pen A 4 

| u—+ fe / | [a+ Btur + #7 + C(p? + v?) 

| au AE 
+ D{u? +1?) ed cos (uv) du dy. 


Pour faciliter dans cette dernière la détermination des intégrales de la 











forme 
2n +1 
(243) [tu + à: dite 
il suffira de poser 
Vu + — Ê ve 


m 


a désignant une constante arbitraire et »2 une nouvelle variable. En 
effet, en substituant la variable m2 à la variable », puis intégrant par 
parties entre des limites quelconques, on trouvera 


2n+1 1 


[(u2 +2) ; du à [+ (p2 +)" u du 
ve 
ee [tes +upe far + unes a | 


3 à 
d''sÿrr2 | I ÿ dm 
__ 2n+2 [mia—m?)t*#! m'la— mi} |. 


3 3 
Pl À'venitis I : 1)" dx dm 
an +2 [mia mit. 1.4,3...n da! } in(&— Mme} 

















PR 











Comme on a d’ailleurs 


Î dm | 
Ft) a 


l'intégrale (243), prise entre 

















27+1 
[ (+) ? du 
/ 4 \ , 
3 2 
-ÿ (a+ m 
+ 0" +4 1 [ | | 
dr van Paie ï 1 (— 1} a? — m 
__ on+2 \mla—m'}tt  attim  1.2.3...n da’ 
n & 
3 2 
| ( m? n+1 d" la ?l A + m | 
y?n+2 a sayta"": 2 cn ave 
ne - | cons 
is n ( 5 PAR Va 
va u Î 
Il reste à prendre cette intégrale entre les limites u —0,  —Vr—+?, 
f Î \ 


ou, ce qui revient au même, entre les limites »—0, m— a? y1—%, 
après que l’on aura effectué la différentiation relative à la quantité a. 
Or il est clair qu'on arrivera au même résultat, si l’on pose, avant 





1 Fe 
cette différentiation, m = b*y1—v?, sauf à écrire, après la différen- 
tiation, & au lieu de b, et si l'on supprime en outre la constante arbi- 


traire. On trouvera de cette manière 














Vi 27+1 
(+?) * du . 
0 
[ ta à ” 
(245) ul 3 + = 
ns I I y22+2 ( te a+ 2n +2 De LA pb? ie 
_ 2n+2 Vi»? LAS: N dà'! 





| + const. 


l 
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et l’on en conclura 








M das 1 + Lace 
: edit PONS), 
0 QI ÿr—v? 
(24611 vis 3 Ë ï Si Ve 
J (e+nfd=it-nf-it-#}+s 
TA 10 E— ÿ1—v° 


ce 2.0.0 0 ee ns ne ne ne d.e ce pre e.% en: 0169. à ce € ve der eee DEVIS N, 5 6 00e Ni e ie pi RER 


On aura d’autre part 





et généralement 


free | 
de (pe? + y2)22 do. 
0 


1 3 \ » 
+ AA 3 on(2n—1)1 3 
(8h pa NE (ms 2e Lente Pre 
; à FA 
+ —— (1%) À 
AN +1 


A l’aide de ces diverses formules, on tirera de l'équation (242) 





1 
: C D 
u=stger [ [a eg (ase) + (e +3»9 
FA 244 
(Le (1 %2)À cos{w) 
(249) ‘ a. . TES 





PASSE ERSPE 


1 einen 
à SR 
Ha? f V2 Le GT "+.…) (I) cos{uv) dy; 
| | 


fee Re 


r Au Let EN 4 
D rer Se ce. 
RS NE US 


HT à 


NT te D De LE NL : “ nee £ Re ELA E 
NET : RE OR res ST RS PT INDE Es Rs RU ca à 

M et DR n on 4 DAME LE ALL ES MR : Ke 

CSN D Ne OI 4 es x # RES HAUSE 














L ce = LÉ F pes L - Le F: 
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puis, en intégrant par parties de manière à remplacer la fonction 
— y? . NT Ne . ; 
l a Dre par la fonction dérivée — de 
1— ÿi— 2? v{i— v2)? 


j 
| 
! 


U=+Âa [ [a+2+5 
*:0 


3 (1+ 2%?) + Li (2 + et 


+ (34 + 8) + 

















_ 


ke f* d 
LT +44. sé Su +... D mé Au 
ai v? 8 


(2) 
D'ailleurs, si, dans les équations (135) et (136), on remplace y par v, 
et par l'unité, elles donneront 
1 
f F(v) cos (uv) dr 
_. 
Ê ‘to heat 














(251) L = _ . 

ai EAN 4 il er e "dy 

2 ÿ—1 
Le F(») ie y) dy 
AA F(i+ŸV5)+e-nc F(r— : =) 

(252) di 

4 FO )+r( 25) | 

| « nr à À e "dy; 


puis, en désignant par x un nombre entier, et posant successivement 





ni 


L 
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Fort y2n y2n—1 : 

F(s) = s et F(v)= ———, on obtiendra les formules 
(1 — »2)° (1 — y?)° 





(1— y?) 


TE \ 

l 22 COS (uv) dy \ou + 
RC 
V2 ÿs 0 | 


ll 
,22 sin {uy) dy (= 











I r tune r \ 
"sin (uv) me. Es pr Aile is [ed 





La seconde des deux équations qui précèdent cesse d’être exacte pour 
une valeur nulle de 7. Mais, si l’on intègre les deux membres de la 
première par rapport à v, après y avoir remplacé 7 par l’unité, on en 
conclura 


| 





7 2 V— 10 \ ÿ ÿ ; 2 
U 2U vU 2 


Les trois équations que nous venons d'établir fournissent le moyen de 
calculer avec une grande approximation la valeur de U, dans le cas où 





la quantité v est très-considérable. En effet, les fonctions que leurs 
seconds membres renferment sous le signe f, se réduisant sensible- 
ment à zéro, avec le facteur e ”, lorsque la variable v devient très- 
grande, ne conserveront des valeurs appréciables que pour des valeurs 
finies de y, auxquelles correspondront, si la quantité v est très-considé- 


rable, des valeurs très-petites du rapport Le Or, toutes les fois que ce 


rapport demeure compris entre les limites Æ1, les binômes de la 


forme 
St VUE RASE 
Gæiv=:) - ET EN 
D oué Fi 


KE 


y 230) 
Ps 
à" ile HOME 


& 
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se développent en séries convergentes ordonnées suivant les puis- 


I “ ® e La u 
sances ascendantes de -* Après avoir substitué ces développements 


aux binômes dont il s’agit, on obtiendra facilement les valeurs des 


intégrales 


y? sin(uy) dy 








(253) + Le 


_ du fe 


v(1 


— y?) 


1 
2 


développées elles-mêmes en séries dans 


I à 1°” . 
ascendantes de = se trouveront multipliées par des expressions de la 


forme 





et 


Ke 





2 ÿ—1 


Ê sin(uy) dy 
ù js 22 





lesquelles les puissances 


® 2n—° I 5. d@ 1 + 
y e* dy = - pee T'COSTU — 
0 - ” 
— 1 
Fonte SD SOU 
; NES IT oi es ain l y 
k 2 2 


puis, en attribuant successivement au nombre n les valeurs entières 1, 


2, 3, 4, 5, ... et ayant égard aux équations 








CB CSS En A 4 ee 2 29 ER OI NN ARE 


A+B+ C+ D + E+...—f(a); 
B+2C+ 3D+ 4E+...— a f'(x); 
1.20+2.3D+ 3.4E+...—c? f'{œ); 
1.2.3D+2.3.4E+...— 03 f(x 
1.2.3.4E +... at f'"ax) 


M OT 1 0 A 2 DR OUR © ce 


on fera voir que, pour des valeurs considérables de v, la formule (250) 


222 (22) 0 on re 











272 MÉMOIRE SUR LA THÉORIE DES ONDES. 


donne à très-peu près 














[ere +7 pe -]() (5) 
… pa) + Lea fre) 2 La pla + LS la] (EN cos (0 — ©) 
erostere ere Bere-ri]t) (5 





25 Le" f(x) + — an—1 fr (x) Le 162 24n—1 an—2 fr-2(x) 








128 
, 64r P— 24on? + 1647 + 45 ans fin-3)(a) +. 
1024 
n n - 
213.5. (ar— 3 7e be en (e) fu |O) sin] v+ PE 
hr sovuu dés ot dnioe a 8 8 LE 8 EN 0e de 66 MO SN EN Ne a de ÉTIENNE RM LE Ver \ 


Ajoutons que la formule (254) peut être déduite directement de l'équa- 
tion (216). En effet, on tire de cette équation, en y remplaçant la 


variable w par le produit m Vi—v?, 





a 4 2 a (1— 52} cos (ur) flaVu2+r2— pr) du dy 


De 


Es Li en Fi À LA 12 es [— (au? + y? — 2?) al 





” dy ('). 


(1) Afin que les formules (255), (256), et en général Loutes celles qui renferment des 
puissances ou des logarithmes d'expressions imaginaires, ne donnent lieu à aucune a 
il convient Fenpoy er toujours les notations 


(a+) et Au+sy5), 


». désignant une quantité positive ou nulle, et #, », des quantités quelconques, pour repré- 








f: 
k 
Ë 


rs das né nfé d dite à 


| 


| (255) ( 


A de 0 Sr ne bn don dit is à co dre ‘à ‘tt ds js 


Sd ‘ot cdi le s 


che-:3 dont hdi int dite 


RE 
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Si, de plus, on transforme l'intégrale relative à y par le moyen de 
l'équation (251), l’on trouvera 























1 1 
da (vs - pe pis PORTE. Ke "A pa RAR Luis Va Eu 
RE ot & e a ) J J P à (+ . vi) e” f}ze Es A ( — LE +) v— | (ed 
U V D) 0 0 2V _ | y—1 
E dé 1 1 
sy —(—5)v= ue ° —\ 2? — #1 1— 12 1— 1? — | dy. ds 
+ e , | 92 — y —1 e=" f\ue ; 2y— +fi— 1 y») /— —— 
Vo vo vo ss L ’ Per 
1 1 
“1 \— uv? | Lee 1— u? al 
2 fe jA tt fjue? | (2 RE Ve #)v— | 0 fize ES) — 1 | 
Fey | J (1+5) TT FTE — 0" duds, 
«0 0 ÿ—=1 








Fe Ron t PMR le "PNR 
D modeler [ee], 


s’évanouit toutes les fois que la valeur de x est supérieure à la frac- 

. Y . . ps . * 

ton ————; et devient, dans le cas contraire, équivalente à l’expres- 
y? + v? 

sion 


[ - ” 
pe et NÉ) pe veu NT — 
"FT es) en «(5 FE | V |. 


d'où il suit que la dernière des intégrales doubles comprises dans la 





senter les expressions imaginaires 


a - 
per y * % 

(u?+ 2) [cos (« arc tang 2) + ÿ—1 sin (« arc tang 2) | 
WA LL 


0 Î 


et 


FRS 2 y 
Fu +w)+y—i arc tang —) 


e ‘ 


arc tang = étant le plus petit are (abstraction faite du signe) dont la tangente soit égale au 
L 


Y ” ‘ RE T FT F ° 
rapport D, et par conséquent un arc compris entre les limites — CEE Cette règle, qui 


suffit pour fixer complètement le sens des notations dont il s’agit, et que nous avons adoptée 
dans le Cours de l’École royale Polytechnique, est aussi celle que nous suivons dans le présent 
Mémoire. 
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formule (256) se réduit à 

















* 
ÿ 
HIE 
FF. 
+ 
1 
Mt” 
CIE 
D 
gran: | 
TS 
Cv 
LA b 
| 
Æ 
12 
Sir 
ë 
1 
R 
LM 
Jr 
A 
. 
ESS 
| 
8 
RES 
Sel 
| 
v 
1 
e|+ 
e 
L 
A 
RES 
pe 
j 
Dci) 


— e”* du dy, 





e* du dy. 


V1 


; y 
marquons en outre que, pour de petites valeurs du rapport -; les 
Remarqu utre que, p P pport =» 
produits 


| 








nl 











2 PERS y? PS y 
Are an EN cr on 
5 

arte es ee épi Damiec à Lie là 








enfin remplaçons p par sin +, et nous reconnaitrons que, pour de 
grandes valeurs de v, la formule (256) donne à très peu près 





‘à 2 — = 
1 12 
(257) (iv) ( 1) 4 (1 oostr/ = cost)! 


D « SÂé: Ÿ nnipisnet. 
FI me M rte pe LE AS 2 

F — y _— e7* cosr dr dr. 
7 #40 2ÿ—1 


Si, en remplaçant toujours y par sin+ dans la troisième des intégrales 


| 1 17 
; Là Sir à RME DEN | 2 
d see f re -] (+2 VE “ \ :) plat Loose cor)” 
— I 


cost 7 do 
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doubles que renferme la formule (256), on posait dans la première de 
ces intégrales 


Er == a) li Pl sine) VDS, 


et dans la seconde 


| 2y —- y? | y 
{ di} / 2 Le / 
EE = ti — "1 CR PRE A LEE SE —1—-(1— y sint col 
EN i )v FA } y \ 4 


alors, au lieu de la formule (257), on obtiendrait la suivante 


Pen (+=) (+ costs 1) 


pie (is pe pes stre 5 >: 
= ZE 5 RE == ma y ‘ SE 
V 2V—1 1+ (14 sin?) —1 


Er (2 v — Pre D 
— (+ =) COST —1 
2U 
* É EE cos 7 d7 dd 
y : —— 
RE RSS En SIn?7 As 
ré (ie }ÿ—1 




















| 1 
da | ; F #4 ==) (iv) Rita =) 
(258; ( és en Le Guen (: SV 1) (: PA A (: 75 COS Ver 

V0 0 








Re. pusée 6 
HE 2V—1 [1 (1 sin?r) vi] 
20 ; 
(-2v=) costrÿ—1 
U 2V 
Sfr us CosT «de do 
— 2 (1+ sin?) ét 
I pr 2 








Sas 7Y ——— date 
PL 32 f( ve cosr 1) — 1 (—% cos =) 
Æ = : f [ AO COST dr ds. 
Ÿ do vo 2V—1 


dans le second membre de cette dernière équation on développe, 





1° les fonctions 


ay Y y— En 
— (4 VE) cost: ÿ 3 >; 
9 : + ee — 
fla+- se A EN à + cost ÿ— 1 
é v à | cum à U 
1 —(1+ sin?r)ÿ—:1 
2U 





3% 
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en séries ordonnées suivant les puissances ascendantes des expressions 


sb ( mie 2e V1) cos?27 V4 
2U . 




















>] e 
2 vd ù et LE --cosr 1: 
Fe — (1+ sin?r) ÿ—1 4 
QU 
»° les fractions de la forme 
y DCE AS * D EP Te AE n+1 
—ÿ—: Vire 
D A TRY HAL 
(1+2 en + À sr _ Me + "A quer . 
"En SO IE — COS? T y —1 AT dd An TO YPO 
a 2U V je + au" 
a à n+2 Li Ve n+2 
Li (sine) Vi] — ÿ—1 
2y 2 . 
: Eu Le sin?7 
ILE — y —1 


MES 


< ° V uSe «PONS A > . se 2 
30 l'expression (1+-—#—1) et ses puissances négatives en séries 
pe O 


, . . I . , . 
ordonnées suivant les puissances ascendantes de -; les intégrations 
U 


s’exécuteront immédiatement à l’aide des formules 


( cos?*7 dr — 
0 


1.3.5...(2n —:1) 
3.4.0: ..(4#) 





T 
ed | 
2 


T 


21 
il sin?#7 cos?2+17 dr — 
0 


2.4.6...(2n) 
(2m<+i)...{(2an + 2m + 1)” 





FA 
[ vie dy=1.2.3...n, 


vo 


Fe 1 
+7 2 V 
{ y ?é = 
0 


et l’on retrouvera l’équation (254), dans laquelle le coefficient du 


D | = 
D | © 
DIG 
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produit . 





242;:/97r\2%/1\" an —1 
=. mp (=) (:) sin (v+ 7) 
y BUT EX Â ; 


se présentera sous la forme 





LS an—1 fin—1)[, 
an Sa (2) id (2 ” 7 ) 4 H 4 (x) 


1 4 





(an <+i{on—1) n—9 22+1  (n—0)( —1) an—2 flu—2)(3) 
— = + + : 
2.4 I 2 D. 4 





4 


+13] Aer ter 3) Ln—3 ae res) 
2.4.6 1 2.4 





(72 — 3)(7 —9) 27 +1 F (2 = —] an—3 f(n-3) (4) 


1.2 2 1:243 43 

















ER ‘(22+71)(27 — Eden ent Re br+n(2r—r(2r —3) su 
:; 2.4.6.8 I 2.4.6 
(22 — 4)(72 — 3) (70 — 2)(70 — 1) 
K2,3 4 
+t 3 té (27 +1)(272 —1)(272—3)(27— 5)(27— 7) 
2.4.6.8.10 
n—5 (22+1){(27-—1)(27 —3)\(27— 5) + as uen (à) 
I 2.4.6.8 45 
FITRTSE (22 + 1)(22 —1)(27 —3)(27 — 5)(27 —5)...7.5.3 0, 


2.4.6.8.10...(27 —2).27 d 


19 
—{ 
=! 


an—\ à n—#)(3) 





1! 
+ 
4 


Si l’on applique successivement la formule (254) à la détermination 
des valeurs de U relatives aux différents solides que nous avons déjà 


considérés, on en tirera, pour le cylindre, 








1 [+ LE 4725 (2 ‘ :1 TRES 
LUE __oœh je 128 \u 32708 \u % | cn 
Léon v ee S:#a 109 si À 
3 He 
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pour le paraboloïde de révolution, 


[ 105 /1 Ai. 10305 /r\' . T 
42h f[ar\2)L 128 \v 32708 \u un Fe 
’ 315 


(261) U= + - —— (2) : 
v y LE \ # 5 3 z) | 
À : 1024 sh "rs | sin * | 


enfin pour le solide engendré par la révolution d’une parabole tangente 








à l’axe des x, 





TO Dire) 
: RAP 0 À SONT MER HUE T VI 270 .… se 
(262) Fe Pat (2) FR \e 32768 \v, : r.. # | greh 


v 





| Ë 5 2865 /[1\3 ( T: | 
LG Eee, 
Il suit de l'équation (254) que les ondes correspondantes à de 


grandes valeurs de » seront très peu sensibles, si la courbe généra- 
trice du solide immergé satisfait à la condition | 

(263) fia}=e, 

et beaucoup moins sensibles encore, si la même courbe satisfait aux 
deux conditions 

(264) Mal=o, f(a)se 

Les conséquences géométriques qui se déduisent de ces rémarques 
sont analogues à celles que nous avons tirées de la formule (81). On 
peut d’ailleurs observer que la condition (263) est remplie pour le 
cône et le paraboloïde; et la condition (264), pour le solide engendré 
par la révolution de la parabole tangente à l'axe des x. 

En joignant à l'équation (254) les formules (221), on déterminera 
très-facilement les sommets et les points les plus bas des différentes 
ondes correspondantes à de grandes valeurs de ». Concevons, par 
exemple, que le solide immergé soit un paraboloïde. Dans ce cas, 
l'équation (254) coincidant avec l'équation (261), les formules (221) 
deviendront 


Pre T 8 63 /1 
(265) ang (v 7 = gs Hess 
3 


(266) | lang (v + 7)= LES 











: 
; 


(267) ( 


F Ÿ — Ÿ r— 
A | L+- - =) I+—ÿ—1 
+ 4ah EE f 2e", ( hé or 
0 vo 
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Si, dans l'équation (265), on réduit le second membre à ses deux pre- 
miers termes, on trouvera pour les trois plus petites racines positives 


D 9,120. wiu 8. 4656. . :; U—11,6194.. 
Elles diffèrent très-peu, comme on voit, des nombres 
ESS LEA APRES VS; v=, 08: 


qui représentent les trois premières racines de l'équation (238); ‘et 
même pour la troisième racine, la différence est déjà au-dessous d’un 
centième. | 

On pourrait mesurer le degré d’approximation que procurent les 
méthodes précédentes, et assigner des limites entre lesquelles se 
trouvent comprises, non-seulement la valeur de U fournie par |’ équa- 
tion (258), mais encore les restes des séries que renferment les équa- 
tions (254), (259), etc. Pour donner une idée de ce genre de calcul, 
considérons le cas particulier où il s’agit du solide engendré par la 
révolution d’une parabole tangente à l’axe des æ. Dans ce cas, la for- 
mule (258) donnera 





/ 


we 


Side 
(142 cos ey5) el ) 


Feu Te 
2V—1 [+ G+sintay 1] 
2V 


5 .; 53 
FE à apr rate y ES -(-5)v5 
I—-)—1)[1——9—: I—— COS Ty/—1|e ; 
( sv. )( et 4 ) ( 2 V 
S v CT end à 
1 —(1#+SIn?T) y — 1 
au 


Or il est aisé de voir que, dans cette dernière équation, l'intégrale 
double renferme, sous les signes f f, une fonction dont la valeur numé- 
rique est inférieure au module de l'expression imaginaire 














y Es y —\ 5 , y +52 pds) (—:) ve 
5 (+) (ie vs) (1+ Heost: =) e 


; + (1 + sin?r) Rey A à 
2U se. : 





COST, 
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c’est-à-dire, au produit 


$ (Lea  — AU rcost<) 
ft PQ) 3 ŒU° 
(268) Ve v 


a rie tr): à 


Comme on a d’ailleurs évidemment 








1 
2 


en S LÀ 
y2\ ° y2\16|/ y2\4 7 v? y2 \7 
Le EE Dee À CE HET is Mes * 5 mme dits À EL 2 5 














M. [ Las D. #= 
[+ 7 ET a) 
4 v* L 4v* 


il en résulte que le produit (268) sera inférieur à 


5 rm y? 
2 7 a SE 
y (+2 m)e COST, 
10 v° 





et la valeur numérique de l'intégrale double ci-dessus mentionnée à 





e © 


Cette valeur numérique sera donc plus petite que le prodait (: + Li} 


et en conséquence la valeur de U, déterminée par la formule (267), 
demeurera comprise entre les limites 


4 1 
Ar*œh| À 7 2\ ? 
Et, Rien RE LS RS ; 
y: uv?) \u 


On peut en conclure que l'équation U —o n'aura pas de racine posi- 
tive supérieure à celle de la suivante 


m—|14+—<)|-) —=o, 
uv) \v; 


ES 








Fe 5 “ “ÿ Us: Sy 3 à 
ils LE let hhasrife “he à 3 T(E) N dy— tte 
l L y ( Les i)e cosir dr dE |» + 7€ APS one ir RE T°. 





FAR a TES ISA RUE 
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c'est-à-dire, au nombre 2,62...; et, comme la quantité U est une 
fonction paire de », qui ne s’évanouira jamais, tant que la variable » 
restera inférieure au nombre 4,47... (voir la p. 265), il est clair que, 
dans l'hypothèse admise, l'équation U— o n'aura pas de racines réelles. 
Quant à la seconde des équations (221), elle aura, dans la même hypo- 
thèse, une infinité de racines positives, qui se confondront sensible- 
ment, quand la variable » deviendra très grande, avec les racines de 


,, . z\ 
l'équation cos{u-— > |— 0. 
4/7 


Si, les trois conditions 


(269) fla)=0, f(a)=0, f'ia)=0, 


_ 


étant remplies, la quantité /'(o) conservait une valeur différente de 
zéro, chacune des équations (221) ne pourrait avoir qu'un nombre fini 
de racines, et par suite il n’y aurait plus que quelques ondes. Il en 
sera de même, toutes les fois que, dans la valeur de U, développée 
par le moyen de la formule (254) en une série ordonnée suivant les 


. Li . . 
puissances ascendantes de -; l'exposant de la plus petite puissance 
U 


è . . I , . . 
fractionnaire de — surpassera l’exposant de la plus petite puissance 
v 


w | Co 
. 


entière, d'une quantité égale ou supérieure à 

Lorsque la fonction f(v) est paire, les termes, qui renferment les 
puissances entières de L disparaissent de la formule (254); et, pour 
de grandes valeurs de », les équations (221) finissent par se réduire 


sensiblement, l’une à 


(270) sin (o —- 3) 0) 
et l’autre à 
(271) cos [v— ©) =. 


De plus, on vérifie la formule (270), en posant 


I 
(272) v—(n+2) F5 
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Not 
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n désignant un nombre entier quelconque, et la formule (271), en 
posant 


On peut donc affirmer que les sommets des différentes ondes et leurs 
points de passage se trouveront à la fin déterminés par les équations 
(272) et (273). Ajoutons que l'équation (272) sera relative aux som- 
mets, si, dans la suite 


J{a), Fa), fa) +. 


le premier terme qui ne s'évanouit pas est une dérivée d'ordre pair; et 
que, dans le cas contraire, cette équation déterminera les ordonnées 
des points de passage. 

Avant de quitter la formule (254), nous ferons remarquer que cette 
formule se rapporte uniquement au cas où les dérivées de la fonc- 
tion /(v) conservent des valeurs finies, 1° pour y—0, 2° pour y—1. 
S'il en était autrement, on pourrait recourir encore aux équations (257) 
et (258), puis développer leurs seconds membres en séries ordonnées 


suivant les puissances entières ou fractionnaires de =: et il deviendrait 


alors facile de déterminer les ondes correspondantes à de grandes 
valeurs de la variable v. Ajoutons que, dans plusieurs cas, les séries 
obtenues seraient composées d’un nombre fini de termes. Si l'on con- 
sidérait, par exemple, les ondes produites par l’ellipsoïde de révolu- 
tion dont la génératrice a pour équation 


x? 
(274 = — h\1— — 
\ 14) V4 ( pr , 
1 
. 5 . . + 7 
on trouverait /(xs) = — Ars}; et par suite on tirerait de l’équa- 


tion (257) 


< 2722 li É-, 
(275) V2 2 (cosv — à sine) 
à v 


} , 
/ U > 
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Dans ce cas, les sommets des différentes ondes correspondraient aux 
valeurs positives de déterminées par la formule 





M rs 
3 — Qu? 


PER v COSU — Sin v 3u 
(276) d 5 0,086 WbPu= 


y? 
tandis que les points de passage correspondraient aux racines de 
l'équation 


(277) u COSu — siny—0o, ou tangu — v, 
entièrement semblable à celle que fournit, dans le cas de deux dimen- 
sions, un cylindre parabolique. Au reste, l'équation (275) peut être 
déduite immédiatement de la formule (216). 

Lorsque le solide immergé n’est pas terminé par une surface de 
révolution, alors, pour fixer les sommets et les points de passage des 
différentes ondes, il faut recourir, non plus aux formules (208) et 
(215), mais à l’une des équations (191), (198), (203), (209), que l’on 
peut transformer elles-mêmes, à l’aide des équations (133), (134), ete., 
de manière à en obtenir d’autres qui soient analogues à la for- 
mule (256). L'équation (203) comprend, comme cas particulier, celle 
que M. Poisson a donnée pour la détermination des ondes produites 
par un paraboloïde elliptique. Si le solide immergé se réduisait à un 
disque, c’est-à-dire, à un cylindre ou à un prisme droit d’une hauteur 
très petite, en nommant cette hauteur, on tirerait de l’équation (197) 





(278) Die. +4 [| [cos sise cos D, 
- œ a 

le signe étant choisi de manière que la valeur de U fût positive. Con- 

cevons, pour fixer les idées, que la base du disque soit un rectangle 

dont le centre coïncide avec l’origine, et dont les côtés soient paral- 

lèles aux axes des x et z. En désignant par 


24 COST et 2x sinr 
36. 
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ces mêmes côtés, on trouvera 


224 COST a4SsinT . 
væ COS cos 2 Sin é) 


Se ou ï | cos 08 ds do 
— 4 COST + —asinT œ œ 


HE TAN sin{v cosÿ cost) sin{v sin sinr) 
st cos ÿ sin 9 








+ 


{ 
(279) | 
\ 


U 


Par conséquent, la valeur de y tirée de l'équation (194) s’évanouira, 
toutes les fois que l’on aura 


(280) sin{vcosô cost) —o, ou sin{vsin® sinr) —0, 
c'est-à-dire, lorsque les variables » et 6 vérifieront les formules 


CNE nt ; nT 
(281) uCOS0= EE ——, ‘ysin0 = + 
à COST Sin T 





? 


ñn étant un nombre entier quelconque. Si dans ces formules on remet 


go l? : 
pour » sa valeur ?;=; elles deviendront 
| 


: at? 
282) nie 


grTn 


gat? 
4nT 








Cosr cos0, r—=+ sinr sin 9, 

et seront précisément les équations polaires des courbes dessinées par 
les points de passage des différentes ondes. Quant aux sommets des 
ondes, ils seront déterminés par la formule (195), qui, dans le cas 


présent, se réduit à 





(283)  cos® cosr cot{vcos® cost) + sin@ sinr cot{vsin0 sint) — : 
v 


Si dans celle-ci on remet pour » sa valeur, l’équation qui en résultera 
entre les coordonnées polaires r et 6, savoir, 


al? COSO COST ÿ d at? sin sinr 2 r? 
t2 + sing sinz cot ©. a 


4rè 4r? gal? 





(284) cos9 cosr co 





appartiendra aux courbes dessinées par les sommets des diverses ondes. 
Si l’on cherche en particulier la courbe dessinée en relief par la pre- 
mière onde, on trouvera une courbe fermée, ayant l’origine pour 
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centre, et dans laquelle des diamètres maxima ou minima répondront 


aux valeurs de 8 et de r fournies par les équations 


ÿ—0, r—o0,3102...(1+ cos2r)" (Vga; 


LS AR mat 


S { AS Die 
0 = —-3 r=0,3102...{I1— COS27) Vga; 


mn 


— 
. 
s 


tandis que l’on aura, pour 9 — 
Fee 
r==0,2995...(sin2 7)? {Vge. 


Pour le disque à base carrée, on aura simplement +=, et, par 
suite, l'équation (284) deviendra 


[RS at? COS 0 : o 4 L? Sin 0 2 r? ÿo 
(285) cos 9 tang 2 sin tang ? = V : 
FE 4r? V2 gal? 


4r? V2 





En discutant cette dernière, on reconnaitra que la courbe dessinée en 
relief par la première onde se réduit à une espèce de carré curviligne, 
situé dans une position inverse par rapport au carré qui sert de base 
au disque, de manière qu'aux diamètres minima et maxima du carré 
donné correspondent les diamètres m#axima et minima de la courbe, 
représentés par les produits 0,6204...4Vgx et 0,599...4Vg7. Cette 
dernière conclusion se trouve d'accord avec les expériences récentes 
de M. Bidone, géomètre italien. 

Nous ne nous arrêterons pas à considérer les ondes qui sont pro- 
duites, lorsque, le temps venant à croître, le troisième terme de la 
série (178) acquiert une valeur finie. Un caleul semblable à celui que 
nous avons effectué dans le cas où le fluide ne conserve qu’une dimen- 


sion horizontale, ferait voir qu’elles sont tout à fait insensibles. 
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NOTE XVII. 


SUR LE DÉVELOPPEMENT EN SÉRIE DE L' INTÉGRALE 


KE 


(1) Kk= | cos(2kpu) cosu dy. 
0 


Si dans l'intégrale (r) on développe successivement en série, 1° le 


| £ - * 
facteur cosu, 2° le facteur cos(2#u)?, on devra obtenir, à ce qu'il 
semble, deux valeurs de K ordonnées, l’une suivant les puissances 
ascendantes de la quantité #, l’autre suivant les puissances descen- 


dantes de la même quantité. La première de ces deux valeurs, savoir, 








\ UN ARS (2k)5 
7) Se AG no Lo 
est exacte. Mais la seconde, savoir, 
ie ar ufe RS 1.686 
| 1) : po k E (2k)? si (2k)* 4 


_est inexacte, ainsi qu'on va le démontrer. 
Nous observerons d’abord que, si l’on développe l'intégrale 


é£ < f e-tintcosu ds 
0 


RE : à ; I RER ; 
en série ordonnée suivant les puissances ascendantes de >, soit à l'aide 


du développement de cosy, soit à l’aide de l'intégration par parties, 


on trouvera 


Fe . 1 I 3,4 ::9.0:7:6.0 ; 
{7 (2% En = — — = — 0. , 
)) Î e-@AU* cos u du |" EYE + VAL | 


et l’on peut s'assurer qu’effectivement cette dernière équation donne, 
pour de grandes valeurs de #, la valeur approchée de l'intégrale (4), 
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pourvu que, dans le second membre, on conserve seulement les pre- 
miers termes qui forment une suite décroissante. Si donc la formule (3) 
pouvait subsister, il faudrait qu'on eût, au moins pour de grandes 
valeurs de la quantité #, 


3 


(6) [ cos {2 u)° cosa du — | e- (44) cos u du. 
0 


V0 
Or, au contraire, on tire de la seconde des formules (11) (Note IT), 


PA À 
2 72 


2 € as 
(7) É cos(2ku)° cosu du = — 
0 





Æ : k », 1 
(sin + COS — | — e- (244) cosy du, 
2 2 
0 


et cette dernière exclut évidemment la formule (6). 

On pourrait objecter, en faveur de l'équation (3), qu'elle se déduit, 
aussi bien que l'équation (5), de l'intégration par parties. Mais il est 
essentiel d'observer que cette dernière intégration ne donne les valeurs 
approchées des intégrales que dans le cas où, après un certain nombre 
d'intégrations partielles, la valeur de l'intégrale qui représente le reste 
est fort petite. Or cette circonstance, qui a effectivement lieu, quand on 
développe en série l'intégrale (4), ne subsiste plus dans le cas où il 
s’agit de l’intégrale (1). On n’a plus même alors aucun moyen de déter- 
- miner Îles limites entre lesquelles le reste se trouve compris. 

Pour confirmer par un calcul numérique l'exactitude de l'équa- 
tion (7), concevons que l’on attribue à la quantité # la valeur 4: 3054: 
qui détermine la première des ondes tracées en creux à la première 
époque du mouvement. En substituant cette valeur dans les équa- 
tions (2) et (5), on en tirera 


È 1 
| 1 cos(2ku)* cosy dy 
0 
(8) —K0,36,.,(1— 4,694. ..+.5,158.:,-+12,018:1.+ 0,689... 
— 0,121..:+0,015...—0,001...+. 
Sr EE À PE 


et 


(9) * eu cos pu du = 0,120 — 0,026 + 0,023 —...—0,11.... 
0 
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Lorsqu'on prend le dernier résultat en signe contraire, on obtient la 
quantité négative —o,1r1... très sensiblement différente de la quan- 
tité —3,61...; de sorte que l'équation (6) est manifestement erronée. 
Mais on retrouve à tres-peu près la seconde de ces deux quantités, 
quand on ajoute à la première le produit 


ai 
2 


r°k 


12 





(sin£k + cos5k), 


qui, dans l'hypothèse admise, se réduit à — 3,51... 
Les remarques que nous venons de faire prouvent que l’on s'expose 
à de graves erreurs, lorsqu'on détermine les fonctions par le moyen de 


leurs développements en série, sans tenir compte des restes. 





NOTE XVIIL. 


SUR LES INTÉGRALES DÉFINIES SINGULIÈRES ET LES VALEURS PRINCIPALES 
DES INTÉGRALES INDÉTERMINÉES,. 


J'appelle sntégrale définie singulière une intégrale prise relativement 
à une ou à plusieurs variables entre des limites très rapprochées de 
certaines valeurs particulières attribuées à ces mêmes variables, savoir, 


de valeurs infiniment grandes, ou de valeurs pour lesquelles la fone- 
tion sous le signe / devient infinie ou indéterminée. Ces sortes d’inté- 


grales ne sont pas nécessairement nulles, et peuvent obtenir des 
valeurs finies ou même infinies, qu'il est ordinairement facile de cal- 
culer, comme je l'ai démontré, pour la première fois, dans un Mémoire 
présenté à l’Institut le 7 novembre 1814, et approuvé sur un Rapport 
de M. Legendre, dont les conclusions se trouvent imprimées dans, 
l'analyse des travaux de la même année. Ainsi, par exemple, & dési- 
gnant un nombre infiniment petit, et a, b, deux constantes positives, 


NET 
F j: 
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on fixera sans peine les valeurs des intégrales définies singulières 


| fi | a FLE) a 
(1) J TE) de = f{o)1(): pr EE de=1()1($)- 


& 


On trouvera encore, en désignant par #, « deux nombres infiniment 


a+t 
I F. a dy Se 
— 4 | SJ RC 4 { } 
2 à 0e) bear DAT a À at 
de \É / 


I na+Ee a du - 
_ F:(u) — ss - = - F;(a). 
r ER et: ‘per el À», tua à ln 2 


Enfin, comme, dans chacune des intégrales (7) de la Note VI, la fonc- 


petits, 








tion sous le signe [est sensiblement égale à zéro pour toutes les va- 


leurs de y qui ne sont pas très rapprochées de a, il en résulte que ces 
intégrales se réduisent aux intégrales singulières déterminées par les 
équations (2). 

Lorsque, dans une intégrale de la forme 


 * 
(3) ['tæ)de, 
: 72 


la fonction sous le signe / devient infinie pour des valeurs de æ com- 


prises entre les limites æ,, X, et représentées par æ,, æ,, ..., æ,, cette 
intégrale est le plus ordinairement indéterminée. Mais, si elle entre 
dans le calcul comme limite de la somme 


f 


0 


1 —t Xa—t + 4 
fiæ)de + | fie) de + [ FIRYUEX, 


elle reprendra en général une valeur fixe à laquelle nous avons donné 
le nom de valeur principale. 
Cela posé, soient f(x) et F(x) deux fonctions tellement choisies que 
le rapport 
(5) Mx+yv—i) 
F(xz+yv—1) 
OEuvres de C.—S.I, 1.1. 37 
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ne varie jamais d’une manière brusque entre les limites x —x,, æ= X; 


Y=Yo 7 = Y. Désignons par x,, x,, ..., x, les racines de l'équation 


LU 


dans lesquelles Les parties réelles demeurent comprises entre les quan- 
utés æ,, X, et les coefficients de ÿ— 1 entre les quantités y,, Y. Enfin 
supposons que ces mêmes racines appartiennent toutes à l'équation 


(6) KeT= 0. 
Si l’on intègre par rapport aux deux variables x, y l'équation identique 
D [ 


etre 2 | fi z+9 = 
Lrte+rv= nl = LFœ+rv en 


dy 0x 





{ "| 








et que l’on remplace dans chaque membre l'intégrale relative à + par 
‘sa valeur principale (vorr le Résumé des leçons données à l’École royale 
Polytechnique sur le Calcul infinitésimal, t. 1), on trouvera 








F(x+Yv=1) F(z+70V—:) 
_ fe = 





RU a Es Lente 
= ÿ- 


F(X+yv—1) F(xo+yv—:) 


| f(æi) Fe A REUNT 4; f(x es | 
—2T|— - mel se tom cat 
Æ(zi)  F{x2) F(æm), 





[l'est essentiel d'observer que, dans le second membre de l'équation 
précédente, chacune des fractions 


fiæ) ” (te) f(Xm) 
) per Fm) 


Pix.) Fix) 





(9). 


doit être réduite à moitié, quand elle correspond à une racine dans 
laquelle la partie réelle se confond ayec l’une des quantités x,, X, ou 


le coefficient de ÿ—-1 avec l’une des quantités y,, Y. 
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Lorsque la fraction (5) s'évanouit, 1° pour æ = ++ , quel que soit y, 

2° pour y =, quel que soit +, alors, en prenant æ,=—x,X=—#+, 
Yo—=0, Y—x, on tire de la formule (8) 


F° f(x) f(æ) f(x) fes) LE, 
(10) J ee de—ar| es F éshiqece] ae | É 


ME UE T 
(>) EF (Tin ) 





On trouvera en conséquence, pour F(æx)—1+x?, 


et, pour F(æ)-—1—x?, 


(ra) £ SIée te) tof MT. 


12° 3 
A — x 





On ne doit pas oublier que, dans le passage de la formule (10) à l’équa- 
tion (r2), il faut réduire à moitié chacune des expressions (9), et que 
l'équation (42) fournit seulement la valeur principale de l'intégrale 
qu'elle renferme. | 

Si, dans les formules (11)et (12), on pose successivement f{x)—e""v-t 


»/ \” F2 ae + 
et f(xæ)—xe"*V=!, on en conclura 








{ * COSAx T x sinaxr 5 

re < de = -e"s, To Demers dx = Se 
pr de. FFE" 2 dé + #7 2 
EL 
\ : œo is . 

COSAx À . æ Sinar = 

———— dx = = sine, A x — — -cosa. 

Pom” “oui 2 ET" 2 

vo 0 


Les deux premières des équations (13) ont été données pour la pre- 
mière fois par M. Laplace. 
Lorsque la fraction (5) s'évanouit, 1° pour æ — +, quel que soit y, 





2° pour y—+, quel que soit +, alors, en prenant x, —0, X=+«, 


Y—=0, ŸY=, on tire de la formule (8) 
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La 2 


En posant, dans la formule (14), F(x) —1— x*, réduisant à moitié la 
lé ir = T(ær) far \ 
fraction Po 10 f(r), et remplaçant les deux variables +, y 
1 


par une seule variable », l’on trouvera 


LE FE AE Lo d “Es FOR DES 
(15) | du. = ÿ— : f LV) qu 2 tn) V— 1. 
; V0 


0 








— etWV=1, l'équation (15) donnera 





Si l’on prend d’ailleurs f(u) 


ou, ce qui revient au même, 





Fe [cos(ap?) + Ÿ— 1 sin(ap? né era sal 





(16) en L [sin(au?) + ÿ—1cos{ap?)] 1 
0 


“+ : (sina "#24 Cod), 


et l’on en conclura 








du. 
sin a + sin(ap?) RENE 
2 


. D T ; av: du 
sin(au?) = = — — COSA + cos(au?) =) 
0 Fa Ar Lo 2 0 É 1: 2° 


|  . )— sin(ap? TRE on 


—, 
8 
Q 
© 
un 
2 
È 
Le 
IE 
nv 
LEA 
| 
© A 








1 — pi? 
dy. 
En nù 





nn 


st cos a + Sin«a) - f [cos(au?) — sin(au?)] 
0 


Ces diverses équations fournissent seulement les valeurs principales 
des intégrales que renferment leurs premiers membres. 
Concevons maintenant que, dans la seconde des équations (7) 
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(Note IT), l'on remplace 72° par ay°, on trouvera 





1 
2 


7 1 
à sin? COS ( a ei) di; 


“0 


Lo conte) — (ex) = (À) 


puis, en ayant égard aux équations (15), 


1 
| [PT cos(au?)— sin (au?) 8 ® ua cos(o ma) 
= du — Er sin s do. do 
| 0 EM rai ACC NP 
{ 








= 


= (27) 


æ 1 
Fi sinw? sin (à a? “ d5, 
0 
C3 9 7 
cos(au?) — sin (au? cs (a a? CE 
a ne °) PRE sin æ? —— du. di 
x 1 + pe? + pè 


+ 
lat) fa sint? e- 24 © d&. 


\ 0 








Par conséquent, l'équation (18) pourra s’écrire ainsi qu'il suit : 


1 pe 1 
(2x )* f sin 2? sin {aa 6) ds 


Pate 


(21) AS | 
= > COS a + sina) — er f sing? e-?4°0 w. 
0 


De plus, en posant o&° = y, et intégrant par parties, on établira facile- 


ment les formules 


æ 1 
[ sin? sin (20 . do 


I ia + 4) > du n : 
— - | sin(2ap?)sinu—— —; | cos\re? 
0 


Se 


2 


? À # 
| sinv? e 20 dy 
0 


L # 1 du I ss AP 
= — f e-?a pL? sing —- = | e-?4a?pÀ cos. dy, 
2 
0 


| se LL 24 


(22) 
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en vertu desquelles l'équation (21) deviendra 


/ 1 
o œ 1 1 
K : LEE 
| (£) } cols BA) cos u du. 
24)- J ee 
{ 23 ñ ! 
T Din RATÉ US ET 
== = (Ccosa + sina) — + € 4 cosy dp. 
> (e 
1 
1° . . + 24° à 1 
S1 l’on multiplie les deux membres de cette dernière par (22) > et SI 
de 


l’on fait en outre « — {#, on obtiendra précisément la formule (7) de la 
Note précédente, savoir, 


1 
| | cos{>ku)? cosu du 
© 0 
> { L h 
T° k* k -, k Dé # 
| & = | 008 ++ Sin :) — | e-@ÂAHX cosu du. 
2 > 2 


dé 


On parvient encore à des résultats dignes de remarque, quand on 
combine la troisième des formules (13) avee les équations (ro) de I: 
Note IT. En effet, si dans ces équations on remplace 772 par «, et 5 par v, 
on en trera 

Ep & 
COS A — (2) L (cos? + sin?) cos Gus do 


T0 





2 \"2 a a? 
: (cos? «ei 2\ «i | n 
+ (2) (cosu?— sinu?) TT 2 
0 Fe 


; 2 RES Fe a? 
sina —|- (sing? — cosp?) cos -— dy 
T "0 \ x 


4u? 


| 


= 


2 CR RO PUR ee 
4 (2) [ Sin ui? + COS p?) sin LT: du. 
7. nd sd 


0 i 


Comme on aura d'ailleurs, en vertu de la troisième des formules (13), 


. a? 2 [cos ay dy 
in -— — - OS >— —— 0 
ken), ue 1 


5 
‘à 
Ê 
5 
8 

4 
1 





PTE TR 














è 
x 
“À 
: 
% 
û 
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on trouvera définitivement 





2 k 3 4 me «2 
cosa= | - (cos? + sin?) cos -— dy 
#r 412? 


| léo y du dy 
su?— sir S MER CA. 

w?) 4 u2 1 — y? 

: 2\ 
siNn4 — <) 
T 


(26) 4 











æ 9 
+ Lo ‘ka 
(sinu? — cosu?) cos -— du 
\ i La iu2 Î 
* Au 


y du dy 


2 s 22 a + à se da: 3 
pt. (sinu? + cospu?) cos — ——. 
r) à L ; Gp? iv 








C'est à l’aide de l’équation (25), et avant d'avoir établi les formules 
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de 


la Note VI, que j'ai obtenu pour la première fois les équations (4) et (F 


de la Note XVI. Je vais indiquer en peu de mots la route que j'avais 


suivie pour ar river à ces mêmes équations. 


On à vu, dans la deuxième Partie du Mémoire (Sect. HT, $$ IV et V), 


que, si l’on désigne par à la densité du fluide, par y l'ordonnée de la 


surface qui correspond, au bout du temps £, à l'abscisse æ, et par 


F(æ 


l’'ordonnée initiale, on aura, en supposant le fluide réduit à deux 


dimensions, et les vitesses initiales nulles, 


I + 
t Lim) m°dm, 


an 
(27) FY= — Ÿ É COSMX COSM 
0? Q A vo 


de 
? 0 


HA 





pourvu que l’on assujettisse la fonction 4{7#) à vérifier l'équation 


n 1 
(28) F Dre à cosma ‘L\m)m° * dm. 
sà 


la variable +, les équations (27) et (28) deviendront 








I 22 £ : 
(29) : Y= — | cosmæ cosm®g?t Lm)m° Ed 
g” Ô t 0 
ET td 4 
(30) F{a) = — [l cosma L{m) m° dm. 
s g? à t 0 


Si l’on considère en particulier le cas où NF) est une fonction paire de 
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| td 
De plus, si, après avoir posé, dans la formule (25), «a—m° g° 1, on sub- 


che : Hess 
stitue la valeur de cosm* g°t dans l’équation (29), on trouvera, en ayant 
égard à la formule (30), 


|» = ai (cosu?+ singe) | F (++ ge )+ F(z = 2) [ee 








CU ef fer-mef()a(- files) 


Il suffit de concevoir que, dans cette dernière, la fonction F(x) rede- 
vienne tout à fait arbitraire, pour obtenir la valeur la plus générale 
possible de l’inconnue y. 

Lorsque la fonction F(x) n’a de valeur sensible que pour des valeurs 
de æ peu différentes de zéro, alors, en attribuant à la variable x une 


valeur positive et finie, on trouve 





ot? ot?y 
F(e+ fe 0, F(e+É J)=e, 
fu) 4? 
{ 1 ee ce gt? 
= —— cos 2? + sin F (+ = :) d 
) nl (cosp?+ sin pr?) Gus) 


su t2v\ du dy 
| + = nn (cosua— sing) F (+ — al 


. . , . "1? e ’ 
puis, en posant, dans l'intégrale simple, x — a — ©, dans l'intégrale 
ol?) 


double, &æ - ?— —#w, et remplaçant y par v?, 


4 pe? 











1 


2 va of 2 12 4 
= a = f cos | —E— + sin 8" | AE: 
4 Var J_ 4(x — ©) f(x — ©) 








(33) 


AL 


ef” fe [cos > t2y 5 : AY? JE F(x 14e 
COS ee NS T : 
re AE 4(x—w)]1i—7 


(x) 








vie - 


Comme on aura d’ailleurs, en vertu de l'équation (18), 


dy 
9 
et 





(34) COS 4 + sna= À f [cos(au?) — sin(ap?)] 
: 0 


118 
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et par conséquent 


2 , 2 L2y? gt?y? dy 
cos FE + sin (PE D Â co [cos Er ë — sin | 
on À 4(æ ) | 


fé — a) 





on tirera de la formule (33) 


À à 


PES ed fe ; UN. pit | dy Fi(s)ds. 
Ris sr re 4 








TV2T 0 L — © MIN STE oh (+—-0) 
puis, en ayant égard à la première des équations (20), 
4 4 
à À 26 mo NES fe dm da 
(36) L — 1 [ É Sin —2——— sinm? F{x) — Ne 
1 0 _— ©  ] ri 


(x —w) 


Enfin, si l'on transforme la valeur précédente de y, à l’aide de l’équa- 
tion (21), on trouvera 


© 
e 
© 


o g © 
S [ e ) sin? dm | Se, 


Les formules (36) et (37) coïncident avec Les formules (d) et (f) de Ja 
Note XVI. On doit y supposer l'intégration relative à & effectuée entre 
les limites 5——,m=—%, ou simplement entre les limites 5 —— 7, 
5 +2,81 la fonction F(5) n’a de valeurs sensibles qu'entre ces der- 
nières limites. 

Si dans le dernier terme de l'équation (25) on remplace v par v?, et y 
par pv, on en tirera 


pe 


1 
r] 2 


: a 
| 1 (cos u? + sin?) cos Tu dy 


+ 
2 2 
+f(2) #: [ (cos u?y? — sin u? 2) — _ pr COS 7e du. dy. 
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1% 


(38) 








298 MÉMOIRE SUR LA THÉORIE DES ONDES. 
On aura d’ailleurs, en vertu de la formule (34), 


A 


" d 
us SU ; y 
cos pu? + sin u?— à $ (cos u?y? — sin u?y?) 


, 
1 — y‘ 





et par suite, 


IS LAS Er du dy a? 
(30). “Cosaz : 2 (cos 2? y? — sin u?y?) - COS -— du. 
. HAT : d Rat ss a L° 


D'autre part, on conelura de la première des équations (20), réunie à la 


Ki 





première des équations (22), 





[y 


3 
r\21r - + 
Ÿ ‘1 on Ces cosy dy 
CU ETS À 


æ 1 2 
À dy à é ds 
[ (cos ?y? — sin x? y?) = er [ sinw? sin(2us) do 
0 0 





1 
/ 
AO cosa— = | 
40) # 





, ! 
rs . ea ; . 4 . . L 
Enfin, si dans cette dernière on écrit a? au lieu de a, m au lieu de > me 
4 u? 


et y au lieu de v, on obtiendra la formule 
(4r) côB a Fe =2f cosam COS m4 eus du dm; 


laquelle s'accorde avec la première des équations (3) de la Note VE, et 
conduit immédiatement à la valeur de y, fournie par l’équation (58) de 
la seconde Partie du Mémoire. | 
Si l’on remplace, dans la formule (8), la fonction f(x) par le produit 
fiæ)e*V 1, y, par zéro, Y par l'infini positif; et si l’on suppose d’ail- 
fr + y y—i)e-vrrvev-t 


leurs que la fraction — — s'évanouisse pour y—+ , 
F(r+yv—1) 





alors, en prenant successivement æ,— —X, x,—0, puis écrivant, dans 


hf 
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F4 . . , , 
le second membre, © au lieu de y, on obtiendra les équations 


























(4) 
É r(x+Ev) r(-x +2) 
LC — | . eXV-1 . e vXÿ=—1 e=* dx, 
| vÿ—1 vo F(x+£v—) F(—X+ V—:) 
\ v 4 
Li 
Ar €? cV-t dx 
o F(x) 
or] pe eva LE ICE 
(43) ] hs 
” r(x+ 2) r(£v=) 
PO eYXV 1 e=+ dx 
ue PE Ad. F(X+ V1) r(£v=1) 


Les équations (42), (43), et celles qui s’en déduisent, comprennent, 


comme cas particuliers, les formules (131), (132), (133), (134), (135), 
(136), (251), (252), ... de la Note XVI. De plus, si l'on pose, dans 


f(x) I ‘ EEE 
: se ———;; On aura æ,— 0; puis, en réduisant 
F(x) DJ 


æ(1— x?) 





l'équation (42) 


à moitié la fraction pos ever, et substituant la lettre v à la 
1 


lettre æ, on trouvera 





. ; e A ‘ 
{ 1 1 ; 
APRES nr A es ë ya tlt EN pape À F 
"A auV ) u Y av Ÿ 


En égalant, dans les deux membres de cette dernière équation, les 
coefficients de ÿ—r, et les divisant par 2, on obtiendra de nouveau la 
troisième formule de la page 265. 





38. 
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NOTE XIX. 


SUR LES FONCTIONS RÉCIPROQUES. 


Il suit des équations (3) de la Note VI que si, la variable x étant 
positive, on prend 


121 


(1) fe)= (2) IEC cos x de, 
et | 
(2) Far (2) fl ater sinus du 


on aura réciproquement 


(3) ol)=(2) 


KL] 


Î flv) cosux du, 
0 . 


T 
et 
(4) vla) =(2) [7 Je) sinez du: 


En d’autres termes, les formules (1) et (2) subsisteront encore après 


l'échange de la fonction f contre la fonction », et de la fonction / 


contre la fonction Ÿ. On voit donc ici se manifester une loi de réei- 
procité, 1° entre les fonctions f et © qui satisfont à l'équation (r); 
2° entre les fonctions / et Ÿ qui satisfont à l'équation (2). Pour cette 


raison, on peut désigner les fonctions f et », ou f et Ÿ, sous le nom 


de fonctions réciproques. Les propriétés remarquables de ces mêmes 
salé À 
fonctions, et les avantages qu’elles présentent dans la solution d’un 
5 
grand nombre de problèmes, m'ont fourni le sujet d’une Note que j'ai 
insérée dans le Bulletin de la Société philomathique d'août 1817. Toute- 
fois 1l est essentiel d'observer qu’au moment où je rédigeais cette 


SRE 
LR 
” 
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Note, je ne connaissais encore d’autres Mémoires où l’on eût employé 
les formules (3) (Note VI), que ceux de M. Poisson et de moi sur la 
théorie des ondes. Depuis cette époque, M. Fourier m’ayant donné 
communication de ses recherches sur la chaleur, présentées à l'Insti- 
tut dans les années 1807 et 1811, et restées inédites jusqu’en 1819, 
j'y ai reconnu les mêmes formules, et je me suis empressé de lui 
rendre à cet égard la justice qui lui était due, dans une seconde Note 
imprimée sous la date de décembre 1818. 

Lorsque, dans les équations (1) et (2), on substitue à o{u) et Ÿ(u) 
leurs valeurs tirées des équations (3) et (4), on obtient les formules 


fla)=? f Î cosux cosus f(x) dudx, 
dE ne. | 9 


fe=s ff singx sinus }() du de 
\ "Jo L 


Ces dernières, qui sont entièrement semblables aux équations (3) de 


Cr 


la Note VI, supposent encore la variable + positive. Mais il est aisé de 
les remplacer par d’autres qui s'étendent à toutes les valeurs réelles 
de æ. En effet, concevons que, F(x) désignant une fonction quel- 
conque, on prenne 


flz)=F(z)+F(—2), ft) = F(x)— F(— x). 


On tirera des formules (5) 
F(x)+F(— x) — ff cosuæx cosuo [F{æ) + F(—5)]dud5 


SA fe cosux cosua F{s)duds, 
16 PRES AE 


ETS Jura SEE sinuæ singe [F(s) — F(— o)]di do 


Ze Î singx sinus F(w) du dx, 
0 — © 
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et par suite, 


| F{x) =; [ 'è (cosux cosum + sinuæx sinuæ) F(w) du do 
a 


u 0 HR 
(6) { 


JS À Î (cosux cosus — singx sinus) F{s) du d& 
4 0  Æ 
=: f + cosp(s + x) F{w) du do. 
r Jo so 


Or ilest clair que les équations (6) peuvent être censées comprises 
dans la seule formule 


SJ] 


(7) F(e)=2 f £ cosu(æ — x) F{x) du do, 
A DES SEE 


pourvu que dans celle-ci l’on considère la variable æ comme suscep- 
tible de recevoir toute sorte de valeurs réelles. On se trouve ainsi 
ramené à l'équation (34) de la Note XV. Au reste, on peut établir 
directement la formule (7) par les mêmes procédés qui nous ont con- 
duits aux équations (3) de la Note VI, et l’on reconnait alors que dans 
cette formule il est permis de supposer l'intégrale relative à 5 prise, 
non plus entre les limites — æ, +2, mais entre des limites quel- 


" 


conques s', &”, dont la première soit inférieure et la seconde supé- 


rieure à la valeur de x. On aura donc généralement, sous cette condi- 
tion, 


(8) F(e)= 2 f . cosu(x — x) F(x) du dæ, 
0 w’ 


ou, Ce qui revient au même, 
(9) ; ir) = Ÿ eutx-5)y-1 F(x) du dx. 


Si dans l'équation (9) on remplace la fonction F(x) par une fonc- 
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tion F(x, y) des deux variables x et y, on en tirera 
F(x, y) = =" [ ete -mVT F(m, y) du du; 


et l’on aura encore, en désignant par p', ?” deux quantités, l’une infé- 


rieure, l’autre supérieure à la valeur de y, 


F(ar)=e F er -P V1 F(w,p) dy do. 


On trouvera par suite 


(10) F{x, fief ‘i * F entr SVT er OV F(, p) du de dy do. 
x LV — © w' — 1 ge" 


On étendrait avec la même facilité la formule (9) à une fonction de 
trois ou d’un plus grand nombre de variables. 

Les formules (0) et (ro) sont d’un usage très commode dans l’inté- 
gration des équations aux différences partielles. Elles sont d’ailleurs 
comprises, comme cas particuliers, dans d’autres formules que ren- 
ferment deux de mes Mémoires présentés à l’Institut le 16 sep- 
tembre 1822 et le 20 juillet 1823. Le premier de ces deux Mémoires a 
été imprimé dans le dix-neuvième cahier du Journal de l’École royale 


Polytechnique. 





NOTE XX. 


SUR LES ÉQUATIONS QUI DÉTERMINENT LE MOUVEMENT D'UN FLUIDE SOUMIS 
A DES FORCES QUELCONQUES. 


Je me propose dans cette Note d'indiquer les moyens de parvenir le 
plus simplement possible aux équations qui déterminent le mouvement 
d'un fluide soumis à des forces quelconques. 

Soient x, y, z les coordonnées rectangulaires d’un point quelconque 
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de l’espace, lesquelles seront prises, avec le temps #, pour variables 
indépendantes. Soient de plus au bout du temps #, et au point qui a 
pour coordonnées æ, y, 3, 


à la densité du fluide, 

p la vitesse, 

%, 3, * les composantes rectangulaires de la force accélératrice, 
u, #, # les composantes rectangulaires de la vitesse. 


Si le temps £ vient à croître d’une quantité infiniment petite Ar, les 
valeurs de x, y, z, relatives à une même molécule, recevront les ac- 
croissements infiniment petits 


u At, v At, w Aë, 


et l’accroissement correspondant d’une fonction f{æ, y, z,t des quatre 
variables indépendantes, savoir, 


f(x +uAt, y+vAt, z+wAt,t1+At)—f{x,y,z,t), 


sera sensiblement égal à 








“à f(x, r,2,t) ee Oo fix,r,2,t) L 9 f(x;r, 3,2) de Se f(æ,Y,3,t) Àr 
dt 0x 0y 0z 


On trouvera en conséquence 


(1) ( + u A ar 7e) At pour l'accroissement de la densité. à. 
Op Op P 0p : 
(2) (Euh +0 SP + SL) ae pour celui de... ...... dés arr P. 
| (F u = + w . + w Se) BU D. Le MON EP PER u. 
Fee dv Ov dv : 
(SR +us+es + Se) A4 HOUR COM ME is à 50 re bre Ms v. 
| (Ge + u + 2 + 5) DL PO CHU M6. ras arateta) a. 
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D'autre part, si l’on considère deux molécules très voisines, situées à 
la distance e l’une de l’autre, et qui, au bout du temps £, aient respec- 
tivement pour coordonnées, la première, les quantités 


(4) Ly Jr 3; 
et la seconde, les quantités 
(5 t+a, YV+6, 2+7, 


on reconnaitra sans peine qu'au bout du temps + A, les coordonnées 
de la première molécule étant 


6. -æ+uAt, y +vAt, z + w Ai, 
celles de la seconde seront à très peu près 


Fo ü + pe 'A L dien 
_ 0x dy -0z 
d 








“re : dv v ; 
(7) r+6+ ( er Hd )ae. 


Ow dw 0w \ 
3 +y+iw+a+-—6+——7y)At., 
02 °°. 0ÿ 0z 
Par suite, les projections «, 6, y de la distance « des deux molécules 
sur les axes des æ, y, z, ou, ce qui revient au même, les différences 
entre les coordonnées de la seconde molécule et les coordonnées de la 


première, deviendront, au bout du temps £ + A, 


Done, au bout du même temps, un élément du fluide, qui se présen- 

tait d’abord sous la forme d’un parallélépipède rectangle ayant pour 

sommets opposés les deux molécules, et pour arêtes les longueurs x, 
OEuvres de C.— S., t. 1. 39 
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6, y, se sera changé en un nouveau parallélépipède dont les arêtes 
donneront pour projections respectives, la première sur l'axe des x, 
la seconde sur l'axe des y, et la troisième sur l’axe des 3, les trois 


du dv dw 
a(1+ a), s(i+ pu): (+ 540: 


Ajoutons que, les angles compris, 1° entre deux arêtes du nouveau 


quantités 


parallélépipède, 2° entre le plan de ces deux arêtes et la troisième, 
étant droits à peu de chose près, les sinus de ces angles différeront 
très peu de l'unité; d’où il résulte que le volume du nouveau paral- 
lélépipède sera sensiblement égal au produit de ses trois arêtes, ou 


même au produit de leurs projections, c’est-à-dire, à 


Fier du dv dw 
cé (1 + Fat) (+5) (+5) 


RE FPE | Ôz . 


Enfin, comme la densité du fluide, dans le voisinage de la première 
molécule, sera devenue, à l’époque dont il s’agit, 


0ù Où où Où 
(10) +( rune we) Ab 


ilest clair qu’en négligeant les infiniment petits du second ordre, on 
trouvera pour la masse du nouveau parallélépipède 


7 1+ HR PER Pour w|[o+ Er = ee. a At 
SELS MUR V PE PR ne 3e Or we): 


ou à très peu près 








2.199, d(ud) , A(vô) d(wd) 
(11) see + a8y| 55 + ne dy HA Ja 


IL est maintenant très facile de former les diverses équations qui 
doivent servir à déterminer le mouvement. de la masse fluide. D'abord, 
si l’on divise les expressions (3) par A4, on obtiendra les composantes 
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rectangulaires de la force accélératrice qui serait capable de produire 
à elle seule le mouvement effectif de la molécule fluide dont les coor- 
données, au bout du temps £, sont désignées par æ, y, 3. Si l'on 
retranche ces composantes des trois quantités X, 7, », les restes obte- 
nus, Savoir, 


PR SET du 

e ot 4 Pi de: 

(12) A cod Pan D LR 
0 dx dy 02° 


représenteront les composantes d’une force accélératrice propre à 
maintenir la masse fluide en équilibre. On aura donc 


[00 du du du 
Bug gs mg) 

; hf. dv dv dv . dv 
(13) D=(5-R-u venus), 


dp (x dw dw diw 7) p 
_ — —U v— — w— )0. 


De plus, si la masse fluide reste continue pendant toute la durée 
du mouvement, chaque élément de masse devra conserver constam- 
ment la même valeur, et par conséquent le second terme de l’expres- 
sion (11) devra s’évanouir. En égalant ce second terme à zéro, on 
formera l'équation 


0 A{ud)  A(vd)  d(wô) 
* ci à se 
(4) PTT ri dy née ro 





Observons encore que, si le fluide est incompressible, la densité de 
chaque molécule devra demeurer constante. L'expression (1) sera 


donc nulle, et l’on obtiendra la formule 


où 0,0 0 
Mi C0n op Us 


en vertu de laquelle l'équation (14) se trouvera réduite à celle qui 
39. 
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exprime que le volume d’un élément du fluide ne varie pas avec le 
temps, c’est-à-dire, à 

; du dv dw 

16) — + — + — =o 

ox . of 3 

Si, au contraire, il s'agissait d’un fluide élastique, on aurait 


(17) 0 — ap, 


LA, 


a désignant une quantité constante. Les cinq équations (13), (15) et 
(16), ou (13), (14) et (17), sont les seules qui subsistent pour tous les 
points d’un fluide incompressible ou d’un fluide élastique, entre Îles 
cinq inconnues à, p, u, ?, w considérées comme fonctions des quatre 
variables indépendantes æ, y, z, £. 


Soient encore 


Ab 0 2 —<6 


les coordonnées initiales de la molécule qui coïncide, au bout du 
temps #, avec le point dont les coordonnées sont x, y, 3. Les trois 
quantités €, n, € serviront à mesurer les déplacements de la même 
molécule pendant le temps #, parallèlement aux axes; et, pendant un 
instant infiniment petit A4, compté à partir de la fin du temps £, les 
déplacements en question recevront des accroissements égaux aux trois 


te 


On On dn 0n 
(i+u+es + 4 LT 


(5 Of oo Se) At. 


produits 


M or 0 


En divisant ces produits par A7, on devra retrouver les vitesses w, 6, 
, parallèles aux axes. On aura donc 


d% rt D mie es v. 2 tt fl 
ot dx dy M | Mio 
dn dn 1 0n 
{ \ PP ET Si Ps — — 
18} M ose res ee À 
M yes te : ses, 
Pi ee y Ho . 








NOTE XX. 309 


Ces trois dernières équations serviront à déterminer les déplacements 
£, n, {, lorsqu'on connaîtra les valeurs de w, v, æ en fonction des 
quatre variables indépendantes x, y, z, 4. 

Concevons maintenant qu'il s'agisse d’un liquide incompressible 
terminé par deux surfaces, savoir : une surface invariable qui s'appuie 
contre la paroi d’un vase, et une surface libre, soumise à une pression 


constante P. Soient 
(19) fix,» 3}=0 


l'équation qui représente, à toutes les époques du mouvement, la sur- 
face invariable, et 


(20) le y 2)= 0 


l'équation initiale de la surface libre. Enfin supposons que chacune 
de ces surfaces renferme constamment les mêmes molécules. Dans 
cette hypothèse, une molécule située sur la surface invariable, et cor- 
respondante aux coordonnées æ, y, 3, aura sa vitesse dirigée suivant 
une droite tangente à la surface. Donc cette droite et la normale à la 
surface comprendront entre elles un angle droit dont le cosinus sera 
nul. D’autre part, comme les axes des x, y, = formeront, avec la 
vitesse de la molécule, des angles dont les cosinus seront proportion- 


nels à 
u, V, W, 


et, avec la normale à la surface invariable, des angles dont les cosinus 
seront proportionnels à PE 


0 f(x, EE à 9 fix, Y12) f(x; Y; 2) 
ox 6 0Y 7 03 d 








le cosinus de l’angle compris entre la normale et la vitesse sera pro- 
portionnel à la somme 


A f(x: y; 2) ÉD REEIRR 3) + w f(x, 7, 2), 


- 0x 0y 03 
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et ne pourra s'évanouir qu'avec cette somme. Donc, pour tous les 
points de la surface invariable, on aura en même temps les deux équa- 








tions 
| | Fm 3350, 
(oi) ° L 
\ / | PLACE z) PLACEZ z) Le z) ©. 
0x 0y 0z 


Quant aux molécules comprises dans la surface libre, leurs coordon- 
nées æ, y, z devront, au bout du temps #, vérifier simultanément les 
deux équations | 


(22) Fle-br-ms-t=u p=r. 


Si d’ailleurs le fluide est parti de l’état de repos, les valeurs initiales 
des vitesses u, , æ seront nulles. Alors les équations (13), (15), (16), 
(18), réunies aux conditions (21) et (22) qui doivent être remplies, 
quel que soit £, pour certains systèmes de valeurs des variables x, y, 
z, suffiront pour déterminer les diverses circonstances du mouve- 
ment du fluide. 

Considérons en particulier le cas où, le fluide étant homogène, les 
déplacements £, n, Ÿ, et les vitesses w, v, æ, conservent constamment 
des valeurs très petites. Dans ce cas, la formule (15) sera remplacée 
par la suivante : 


(23) d — const. 


/ 


De plus, si l’on regarde les quantités €, r, €, u, », ww comme infini- 
ment petites du premier ordre, et qu’on néglige, dans les derniers 
membres des équations (13) et (18), les infiniment petits du second 
ordre, ces équations donneront 


0 fe y fs ds fx 0 
(24) = (x Te) D MR ee hi? 


mg 4 2 
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Enfin, si l’on ajoute les équations (24), après avoir différentié la 
première par rapport à +, la seconde par rapport à y, la troisième par 
rapport à z, on trouvera, en ayant égard à la formule (16), 


Re Op. Op 9h. [0% 07. d2\, 
(26) de qe one 4 Cor 

Les sept équations (24), (25) et (26) sont les seules qui, dans l’hypo- 
thèse admise, subsistent pour tous les points de la masse fluide entre 
les sept inconnues 


P; u, V, w, Es UE ês 


considérées comme fonctions des quatre variables indépendantes x, 
y, 3, &. Pour obtenir les valeurs de ces mêmes inconnues, on inté- 
grera d’abord l'équation (26) qui renferme la seule inconnue p. Comme 
il s’agit ici d’une équation aux différences partielles linéaires et à 
coefficients constants avec un second membre fonction des variables 
indépendantes, l'intégration s'effectuera par les procédés que j'ai indi- 
qués dans le XIX® Cahier du Journal de l'École Polytechnique. On 


tirera ensuite des équations (2/4) 


u = l(-;2) dt, 

(27) du s f(5-3%)a 
SA 0 

w — (e nie + dt 

: ù dz : 











et des équations (25) 


t t t 
(aB—. Es u dt, ef. v dt, &= æ dl ; 
0 0 0 


puis l’on déterminera les deux fonctions arbitraires comprises dans les 
valeurs de toutes les inconnues, à l’aide des conditions (21) et (22). 
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Les calculs se simplifient dans le cas où l'expression 
X dx + 3 dy + à dz 


est la différentielle exacte d’une fonction des seules variables æ, y, z. 
Alors, pour convertir l'état initial, dans lequel les vitesses sont nulles, 
en un état d'équilibre, il suffit de concevoir que l’on remplace à l'ori- 
gine du mouvement la surface libre par une surface invariable. Soit ® 
la pression relative à l’état d'équilibre dont il s’agit. On aura 


ne 


d : 
(20) Re — Ÿ0Q Ds 10 
9) 0x NE à d D 0, 0z ô 


et, par suite, 





DEP RE PL A ER EP 
Oz dpi 05) dx: }-r0p4"ri08l 


Cela posé, les équations (26) et (27) deviendront 





De plus, si l’on fait abstraction de l’une des trois dimensions du fluide, 


l'équation (30) se trouvera réduite à 


d(p—®)  d(p—4) 
0x? is dy? 





(3) 


Pour intégrer cette dernière, il suffira de recourir à la formule (9) de 


la Note précédente. En effet, soit 


p—Ÿ=glx, rt. 





RP ee Ne D une ÊYi: L 


ER NT ER AN ES ART US 


ME RE 


4 
x 
4: 
a 
à 
& 
“ 
+ 
; 
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On aura encore, en vertu de la formule citée, 


(33) pr =) Jen ele, y, 0 da dr 


En conséquence, l'équation (32) pourra s’écrire comme il suit : 
° [Fo o(s,r,t à — 
: [ [ne Fes Le? o(w, 7, | eutr-m)V-1 du. dx — 0, 


et on la vérifiera, quels que soient x, y et £, si l’on pose 


de(s, 7r,t) x 
(34) D — pe {my 1) = 0. 





Or.on tirera de la formule (34) 


(35) o(w, }', €) = rebr + se-ur, 


\ 


les quantités r, s ne pouvant être fonctions que de y, 5 et #; puis, les 
équations (33), (31) et (28) donneront 


+. p-P=— à A rebr + se br) entr-0)V=t du dx; 


/ / LE æ t t 
REA pe 
| de mé | ‘ (ef r dt + eur [ sde eus dé ds, 

2T 

tv—aeu —z 0 0 

(37) 4 he F , 
V—= — — né ul eur | rdt—e-vr | sdt }evtt-0)v-1 du dx; 
2T0 an 0 V0 0 0 


J'a(er : rd®+e- w [. J sas )ens avt du d&, 
| sis FA 
= N° “ "4 Le ex [ PERS ew f [ s dt? }ebtx-5)V-1 du dœ. 

IV de L J o 0 


Il ne restera plus qu’à déterminer les fonctions arbitraires désignées 
£ 
par r ets, en faisant usage des conditions (21) et (22). 





2TÔ 





Pour montrer par un exemple comment on peut Li parvenir, conce- 
OEuvres de €, — S.1,t.1. 40 
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vons que, l’axe des y étant vertical, et les ordonnées étant comptées 
positivement de bas en haut, le fluide soit uniquement soumis à la 
force accélératrice g de la pesanteur. Supposons, en outre, qu'il repose 
sur un plan horizontal qui ait pour équation 


(39) r=—k, 


et que sa surface libre, à l’origine du mouvement, s’écarte très peu du 
plan des æ, z. Enfin, soit 


(40) y=F(x) 
l'équation initiale de cette surface. Les équations (21) deviendront 
(41) PÉ-R van, 


En remettant dans la seconde, à la place de +, sa valeur tirée des for- 
mules (37), puis éliminant y entre la première et la seconde des équa- 
tions (41), on trouvera 


= = t t 
Î : «(ee f r dt — et | st Jens-SNT da de = 0. 
—&æv — 0 0 


On satisfait à cette dernière équation, quels que soient x et £, en pre- 


nant 
t t k 
(42) e-vs f rdt— eut [| s dt = 0. 
0 0 
Quant aux équations (22), elles deviendront respectivement 
(43) y—n=F(z-E), p=P. 


Si l'on considère l’ordonnée initiale F(x) de la surface libre comme 
une quantité infiniment petite du premier ordre, la première des équa- 
tions (43) se réduira sensiblement à 


7=n+F(zx); 


ou, si l’on remet pour * et F(x) leurs valeurs tirées de la seconde des 
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formules (38) et de la formule (9) (Note précédente), et si en même 
temps on remplace les exponentielles e#, e-# par l'unité dont elles 
diffèrent très peu quand y est très petit, on trouvera 


t t t t 
(44) r= [| À EC mi) [frac [fade fesse de da 
0% —x | Ô 0 0 0 0 


Comme on aura d’ailleurs 

X dx +ŸSdy+kdz=——gdy, d® — — gù dy, 
et que l’on pourra prendre en conséquence 
(45) PP gr, 


on tirera de la formule (36) 
(46) p=P—-gdr+ = f [ (rebr + se-br)eutx-0)V-1 du dx. 


Cela posé, la seconde des équations (43), qui se rapporte à des points 
compris dans la surface libre, donnera 


— gr +— hs LE (rebr + se sit 5)V-1 du d& = 0, 


Tv — 1 


ou, à très peu près, 


(47) MS À 2 |: f_ (r+ s\entr-0) "1 du do = 0. 


Si maintenant on élimine y entre les équations (44) et (47), on obtien- 
dra la formule 


æ æ ” t { t 
1 f [+8 F{x) +eu( ['f raë— f Î sd) [eco du de = 0, 
HN LE 0 0 0 


à laquelle on satisfait en prenant 


(48) resen( [ [ras [| fsde) 5e F(x). 


40. 
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Cherchons maintenant les valeurs de r et de s propres à vérifier les 
équations (42) et (48). D'abord, si l’on différentie l'équation (42) 
par rapport à #, on en conclura 


(49) rer bh — semi — 0, 


/ 


De plus, si, après avoir intégré l'équation (42) par rapport à t et à 
26H + , , ; 
XL se PUS, QUO l'ajoute à 


l'équation (48), on obtiendra la suivante : 


partir de Z—0o, on la multiplie par 


(50) r+Ss+g pu re Pa J r+s) dt? = g0 F{x) 


Or cette dernière suffit pour déterminer complètement la valeur de la 
somme r + s. En effet, si on la différentie deux fois de suite par rap- 
port à 4, on en tirera 


d(r+s) evh— euh f' 
(51) + £! - fl (r+s)de 0, 
ot cbr her het 
et 
A(r+s) ebh — e-vh 


puis, en faisant, pour abréger, 


ebh — et 


A os 
(53) MH cut 


et intégrant l’équation (52) de manière à vérifier en même temps les 
formules (50) et (51), c'est-à-dire, de manière que l’on ait, pour { —0, 


d(r+s) 


(54) r+s=gè Fm) et 


, 


on trouvera définitivement 


Fa - 


[a 
(55) r+s—go F(s) cosM°g 
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De la formule (55), réunie à la formule (49), on conclura 


| Je: 
r s r+s  __g0 F(w) cosM*g"t 
et. eh eth+e-ta ebh+e WA : 








et l'on aura ensuite, en vertu de la formule (46), 





# 3%» © æ A h) — (y +) & + ME 
te S 8° TANT E d gi 3 —T)V 
p=P—-gèür+°- MT on F(s) cosM* gt entr -®)v-1 du dœ, 


ou, ce qui revient au même, 


SN Le LA = . 
. eur +A) LE ep + A) ie | : 
= f À cosM*g"t cosuix —x) F{w) du dx. 
ds ! 
— © V — © 








gt à à QU evh + e bA 

La valeur de p étant ainsi déterminée, on en déduira facilement celles 
des autres inconnues, à l’aide des équations (28) et (31), dans les- 
quelles on substituera, au lieu de p — P, le dernier terme de l’équa- 
tion (57). Quant à l’ordonnée de la surface libre du fluide, on l'ob- 
tiendra immédiatement à l’aide des équations (45) et (55), desquelles 
on tirera 


® pe TM 
(59) = I ' cosM* g* 1 cosu(x —&) F{s) du dx. 


Si l’on restituait au fluide ses trois dimensions, il faudrait employer 
l'équation (30), au lieu de l'équation (32), et la formule (10) de la 
Note précédente, au lieu de la formule (9). Dans ce cas, en supposant 
toujours la surface libre du fluide très rapprochée du plan des x, 3, 





désignant par 


= 


y =F(x,3) 


l'ordonnée initiale de cette surface, et faisant, pour abréger, 


FRAPPE UE, 


4 etut+v)? 4 se e-(u+v)rx 


(Go) N={(u?+ 1) L 
etbt+V) A LE e-(p+v)Th 








| on trouverait pour l’ordonnée de la surface libre, au bout du temps £, 


(61) r=7s J [ Î Î cosN°g*t cosu(m — x) cosv{p — 3) F(w,0) du dy do de; 
—2vV _0v— 0% — © 
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et, comme on a généralement (vor le XIX* Cahier du Journal de l’École 
royale Polytechnique, p. 530) 


| [ se fiu?+ 1?) cosap cosby du dy 


(62) 4 


à ne 2 2 
| 2 É . siny cos = _ u. f (uv) du. dy, 
é 0 


4 





il en résulte que l’ordonnée dont il s’agit pourrait être présentée 
sous la forme 


œ e æ an ? .s LES \9 RE 
(63) x — | f F L cosR° g* £ siny PES — A F(æ, p) du dy d& dp, 
; VO —xv — © 3 ‘ 





la valeur de R étant 

L'euvk __ e—puvh 
(64) — RON AR ARE RTE 
(64 } R — (pv) euh + e-pvh 

Si la profondeur du fluide devenait infinie, les équations (59) et (63) 
deviendraient respectivement 





æ e 4. 
(65) LÉ 2 f . cosu? est cosu(x — x) F{x) du do 
d 0 EE 
et 
œ æ a LE 1 1 ; His \2 ( Lu gi à 
(66) => 1 cos(uv)* g*t siny cos (© - some z F{s, p) du dy dx do. 
: 0 +0 — a V — © 


Ces dernières s’accordent avec les formules (b) et (141) de la Note XVI. 

Dans un autre Mémoire nous déduirons des méthodes précédentes 
les formules que nous avons présentées à l’Académie royale des 
Sciences, le 17 novembre dernier, et à l’aide desquelles nous avons 
déterminé le mouvement des ondes à la surface d’un liquide pesant, 
en tenant compte de l'adhésion qui existe entre ses molécules. 
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AVERTISSEMENT DE L'AUTEUR. 


Quoique la plupart des formules auxquelles j'étais parvenu dans le Mémoire 
qu'on va lire aient été reproduites dans d’autres Ouvrages que j'ai publiés à 
diverses époques (!), et quoique j'aie apporté de nouveaux perfectionnements 
à la méthode par laquelle j'avais d’abord établi ces formules, néanmoins lac- 
cueil favorable que cette méthode avait primitivement reçu me détermine à 
publier le Mémoire qui la renferme. Seulement j'ajouterai quelques notes au 
bas des pages, pour indiquer la manière de simplifier les formules ou d’en 
tirer de nouveaux résultats. À la tête du Mémoire est placé le Rapport de 


M. Legendre, qui en offre l'analyse en peu de mots. 





(1) On peut voir, à ce sujet, les Notes du Mémoire sur les ondes, le Résumé des Leçons 
données à l’École royale Polytechnique, le XIX° Cahier du Journal de cette École, et un 
Mémoire sur les intégrales définies prises entre des limites imaginaires. On trouve aussi 
quelques formules extraites du Mémoire qu'on va lire, et citées par M. Legendre dans la 
cinquième Partie des Exercices de Calcul intégral. 
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La Classe nous à chargés, M. Lacroix et moi, de lui rendre compte d'un 
Mémoire sur les intégrales définies qui lui a été présenté par M. Cauchy, dans 
sa séance du 22 août dernier. 

La première Partie de ce Mémoire est intitulée : Des équations qui auto- 
risent le passage du réel à l'imaginaire. 

Elle nous à paru avoir un objet tout autre que étui que le titre annonce. 
Certaines recherches de Calcul intégral ont offert parfois des résultats dans 
lesquels le passage du réel à l'imaginaire a été employé comme une sorte 
d'induction qui, n'étant point assez évidente par elle-même, avait besoin 
d'être confirmée par des démonstrations directes et rigoureuses. Mais l'em- 
ploi que M. Cauchy fait des imaginaires dans la première Partie de son Mé- 
moire, n’a rien que de conforme aux règles ordinaires de l'Analyse, et n’est 
sujet à aucune difficulté. 

M. Cauchy, à l'exemple de plusieurs géomètres, a pris pour base de ses 
recherches la considération des intégrales doubles, qui, en effet, a de grands 
rapports avec la théorie des intégrales définies, et qui fournit les moyens de 
varier à l'infini les transformations de ces intégrales. 

Il suppose que les intégrales doubles qu'il considère sont prises entre des 
limites déterminées pour chaque variable ; savoir : a’ et a” pour la variable x; 
b'et b” pour la variable 3. On peut donc imaginer que chaque intégrale double 


dont il s’agit, f fedrds, représente, sur une surface courbe donnée, la por- 


tion d’aire dont la projection sur le plan des x et 3 est un rectangle donné. 
OŒEuvres de C.—S.I, t.1. 41 
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Cette supposition d’une figure rectangulaire restreint, comme on voit, l'étendue 
des fonctions représentées par la formule FE v dx dz, puisque cette formule, 


considérée dans toute sa généralité, représente l’aire qui a pour projection, sur 
le plan des x et z, une figure terminée par un contour quelconque. 
Ayant pris pour 6 une fonction quelconque de x et 3, on peut procéder de 


deux manières à la détermination de l'intégrale double [feras selon que 


la première intégration se rapporte à la variable x ou qu’elle se rapporte à la 
variable 3, et le choix entre ces deux manières d'opérer n’est pas toujours in- 
différent. Quelquefois les deux intégrations se font avec facilité en commen- 
çant par une variable, tandis que, si l’on commençait par l’autre variable, on 
rencontrerait immédiatement une transcendante qui rendrait la seconde inté- 
gration fort difficile. 

Cette difficulté, au reste, quand elle à lieu, tourne à l'avantage de la science, 
puisque, sachant «a priori que les deux résultats doivent s’accorder entre eux, 
on à, en établissant l'égalité, une formule qui donne la valeur d’une intégrale à 
laquelle les procédés directs de l'intégration ne seraient point applicables. 
C’est ainsi que quelques géomèêtres sont parvenus à différents résultats plus 
ou moins remarquables dans la théorie des intégrales définies. 

M. Cauchy ne s’est point occupé de ce genre d’intégrales, et il a considéré 
seulement celles où l’on peut exécuter immédiatement la première intégra- 
tion, tant par rapport à æ que par rapport à z. 

Il est facile de trouver généralement une valeur de la fonction # qui satis- 
fasse à cette condition : il suffit, pour cela, de prendre une différentielle com- 
plète pdx + qgdz, et de faire » égal à l’un des membres de l'équation de 


., Ô 1 r r . al , . 
condition d in SL Ce moyen est général; mais M. Cauchy détermine par des 


procédés particuliers les fonctions dont il veut faire usage. 

Il observe d’abord que, y étant une fonction quelconque de x et de 3, et 
Y une fonction de.y, le produit Y dy sera une différentielle complète, et four- 
nira entre les coefficients de dx et de dz l'équation connue, laquelle peut 
être vérifiée immédiatement par la différentiation. 

Supposant ensuite qu'au lieu de y on mette 


Mi NV 


M et N étant des fonctions réelles de x et de z, l'équation de condition relative 
à la différentielle Y dy, étant développée, se partagera en deux autres, comme 
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cela à lieu dans toute équation qui contient à la fois des parties réelles et des 
parties imaginaires. 

Ces deux équations donnant chacune une quantité qui peut être prise pour r, 
il multiplie les deux membres de chaque équation par dx dz; il intègre d’un côté 
par rapport à x, de l’autre par rapport à 3 : il obtient ainsi deux équations entre 
des intégrales définies, les unes relatives à la variable x, les autres relatives 
à la variable z. Ces équations offrent, en général, un moyen de transformation 
qui peut conduire à la détermination d’un grand nombre d’intégrales définies. 

Cette méthode est d'autant plus féconde, que les limites des intégrales, tant 
par rapport à æ que par rapport à z, peuvent être prises à volonté, et que, 
dans le cas surtout où l’on prend pour limites o et æ,les équations se sim- 
plifient et peuvent offrir des résultats élégants. 

L'emploi des imaginaires dans la méthode de M. Cauchy a l'avantage de 
fournir à la fois deux formules composées de fonctions qui ont entre elles les 
rapports d’analogie qu’elles doivent à leur source commune. 

Ces formules se simplifient encore suivant les suppositions qui peuvent faire 
partager chaque équation de condition en deux autres. Ainsi, en prenant pour 
fonction principale y — pcosr, p et r étant des fonctions de æ; substituant 
ensuite M + Nÿ— 1 au lieu de x, l'équation de condition relative à la diffé- 
rentielle exacte dy se partage en deux autres, à raison des imaginaires, et cha- 
cune de celles-ci se partage de nouveau en deux autres, à raison des expo- 
nentiellés qui nàissent du développement de cosr, et dans lesquelles les 
termes affectés d’un exposant positif peuvent se séparer des termes affectés 
d’un exposant négatif. On obtient donc alors quatre équations de condition, 
dont chaque membre peut être pris pour +, et qui donnent ainsi quatre équa- 
tions entre des intégrales définies tirées d’une même source. 

Tels sont les principes sur lesquels M. Cauchy à établi les nombreuses for- 
mules qui composent la première Partie de son Mémoire. Ces formules et les 
corollaires qu'il en déduit, dans différentes hypothèses sur les limites des inté- 
grales, ont une grande généralité, et les applications que l’auteur en donne 
fournissent plusieurs résultats intéressants. 

Le reste du Mémoire présente une théorie qui appartient presque entière- 
ment à l'auteur, et qui paraît mériter l'attention des géomètres. 

En appliquant ses formules à divers exemples, M. Cauchy n'a pas tardé à 
reconnaître que, dans certains cas, ces formules étaient en défaut; c'est-à- 
dire, qu’on n’obtenait pas le même résultat en intégrant d’abord par rapport 
à æ, ensuite par rapport à =, ou en suivant une marche contraire. 

Pour faire voir clairement l'objet de la difficulté, prenons pour exemple la 
rs 
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s æz + , T . ’ 
différentielle de l'arc dont la tangente est —, et soit l’un des membres de 


l'équation de condition à laquelle les coefficients de cette différentielle doivent 


satisfaire. Si l’on cherche la valeur de l'intégrale double f frdvds, prise 


entre les limites o et 1, tant pour + que pour z, on trouvera que le résultat est = ; 


Es 4 


quand on commence le calcul par l'intégration relative à 3, et qu'il est, au 
; T Rue 1 s ‘ À 
contraire, — 7» lorsque les intégrations se font dans l’ordre inverse. 
4 


La différence de ces deux résultats s'explique aisément, si, au lieu de 
prendre les intégrales dans les limites désignées, on les prend depuis æ — x 
jusqu'à æ = 1, et depuis 3 —6 jusqu'à 3 —1, « et 6 étant des quantités posi- 
tives infiniment petites. Alors les deux manières d'évaluer l'intégrale double 

L ; T 6 : 
donnent un seul et même résultat, lequel est 7 — arctang —: On voit donc que 
Œ [4 
ce résultat peut avoir une infinité de valeurs, suivant le rapport qu’on établit 
entre les quantités infiniment petites x et 6. 


Lorsqu'on fait 3; — ©» ce qui revient à faire la première intégration par rap- 
port à x, depuis 3 —o jusqu'à 3 —1, le résultat est + Lorsqu'au contraire on 
% 


Fe “Œ ; . x . °s . , , 3 
fait  — 0, ce qui revient à faire la première intégration par rapport à , de- 
à j ne à t T =: PR LINE $ Fe 
uis æ — o jusqu'à æ — 1, le résultat est + — - ou — > : d’où l’on voit que l'in- 
RE en: 


2 


; 4 TR 4e T 
tégrale double, dans le premier cas, doit être corrigée de — -; pour donner le 
> 2 


mème résultat qu'on obtient par la seconde manière d'opérer, en prenant 
d'abord l'intégrale par rapport à x. 

Après avoir reconnu l'existence des anomalies que peut offrir la détérmina- 
tion des intégrales doubles, M. Cauchy a dû rechercher la cause générale qui 
les produit. Il a trouvé que cette difficulté avait lieu toutes les fois qu'après la 
première intégration, la fonction sous le signe était indéterminée ou de la 
forme ?, pour des valeurs de x et de z comprises entre les limites de l’inté- 
grale. I observe à ce sujet que l’indétermination qui a lieu pour des fonctions 
de deux variables, est essentiellement différente de celle qu’on observe à l’é- 
gard des fonctions d’une seule variable. Dans celles-ci, il y a toujours une 
limite déterminée pour la quantité qui se présente sous la forme 5. Dans les 
autres, au contraire, il n’y à aucune limite fixe, à moins d'établir une relation 
entre les différences des deux variables qui, de leur nature, sont indépen- 
dantes l’une de l’autre. C’est ainsi que, dans l'exemple rapporté ci-dessus, le 
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z $ us T 
résultat prend toutes les valeurs possibles entre + et — >, selon les valeurs 
4 1 


: ! ; 4 
diverses qu'on attribue au rapport 3: 
9 


Il ne suffisait pas de connaître la cause générale des anomalies dont nous 
venons de parler; il fallait encore déterminer exactement la correction néces- 
saire pour rétablir l'égalité entre les deux résultats obtenus par les deux ma- 
nières d'effectuer les intégrations. Cette question, considérée en général, était 
à la fois délicate et épineuse. M. Cauchy l’a pleinement résolue, au moyen 
d'une formule intégrale composée de quatre parties, de deux ou d’une seule- 
ment, suivant que le point où l’indétermination a lieu est situé au dedans du 
rectangle de projection, sur un de ses côtés, ou à l’un de ses angles. 

Ces sortes d’intégrales que l’auteur appelle intégrales singulières, ne s'é- 
tendent qu'infiniment peu autour du point donné, c’est-à-dire qu'elles sont 
prises dans une partie infiniment petite de l'aire qui avoisine le point donné, 
sans sortir du rectangle de projection, et cette circonstance contribue beau- 
coup à en faciliter la détermination. 

M. Cauchy revient donc aux formules principales qu'il a données dans la 
première Partie, et il donne, à l’aide des intégrales singulières, la correction 
qui doit être appliquée à ces formules pour tous les points d’indétermination 
compris dans les limites de l'intégrale, et suivant la position de ces points sur 
le rectangle de projection. 

Après avoir exposé les méthodes générales, M. Cauchy en donne un grand 
nombre d'applications qui démontrent l'utilité et la fécondité de ces mé- 
thodes. 

Dans cette partie du Mémoire de M. Cauchy, on retrouve presque toutes les 
formules connues, relatives au genre de fonctions qu'il a considérées, et plu- 
sieurs d’entre elles y sont présentées d’une manière plus générale qu’elles 
ne l'ont été jusqu’à présent. On y voit aussi des formules intégrales qui sont 
entièrement nouvelles et qui méritent de fixer l'attention. 

Dans le nombre des premières intégrales, nous citerons la belle formule 

D ad: ‘2 


d'Euler, relative à l'intégrale - —. M. Cauchy parvient très facilement 
È 1+ æ* 
0 





à la valeur de cette intégrale; et ce qui est remarquable, c’est que la formule 
qui la détermine est uniquement composée d’intégrales singulières. 
M Te 


Il détermine non moins facilement l'intégrale : ——. La formule re- 
nr 
0 





lative à cette intégrale peut être réputée nouvelle à quelques égards, quoi- 


qu'elle se déduise aïsément des formules connues. 
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Cette intégrale est remarquable en ce qu'elle serait infinie si on la prenait 
seulement jusqu'à æ — 1; mais au delà de x —5, l'infini se reproduit en signe 
contraire, et le résultat total est une quantité finie. 

Parmi les formules qui appartiennent entièrement à M. Cauchy, nous devons 





sonne n'avait encore donné la valeur. M. Cauchy les trouve d’abord par une 
méthode qui suppose a < b; ensuite il se sert d’une autre méthode pour dé- 
terminer les mêmes intégrales dans le cas où l’on à a > b. 

Nous avons vérifié ces intégrales par des méthodes qui nous sont propres, 
et nous les avons trouvées exactes, sauf quelques cas particuliers dans la dis- 
cussion desquels l'auteur n’était point entré. I faut observer, d’ailleurs, à l'égard 
de ces différences, que les formules de ce genre offrent quelques cas où la loi 


de continuité est violée. Une de ces formules, entre autres (c'est l'intégrale 


FÆCOSaz" de _ è 
hr Sur augmente ou diminue tout d'un coup de #7, lorsque le 
«a 


b 
mente d’une quantité infiniment petite. 


rapport —; qui d'abord est supposé égal à un nombre entier, diminue ou aug- 


Cette difficulté n’était point résolue dans le Mémoire de M. Cauchy : mais, 
sur l'observation qui lui a été faite de l’inexactitude de sa formule dans le cas 
de a — b, il a donné pour réponse deux Suppléments qui contiennent la vraie 
solution de cette difficulté et de quelques autres semblables. 

Dans un sujet de pure Analyse, nous ne pouvons guère donner une idée plus 
détaillée du Mémoire de M. Cauchy, qui embrasse un grand nombre d'objets, 
quoiqu'il ne traite pas à beaucoup près de tous ceux qui appartiennent à la 
théorie des intégrales définies. j 

Nous n’examinerons pas si les nouvelles méthodes de M. Cauchy sont plus 
simples que celles qui étaient déjà connues, si leur application est plus facile, 
et si l’on peut trouver par leur moyen quelque résultat que ne pourraient 
donner les méthodes connues : car, quand même on répondrait négativement 
à ces différentes questions, il n’en resterait pas moins à l'auteur le mérite, 

1° D'avoir construit, par une marche uniforme, une suite de formules gé- 
nérales, propres à transformer les intégrales définies et à en faciliter la déter- 
mination ; 

20 D'avoir remarqué le premier qu'une intégrale double, prise entre des 
limites données pour chaque variable, n'offre pas toujours le même résultat, 


dans les deux manières d'effectuer les intégrations; 
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3 D'avoir déterminé la cause de cette différence et d’en avoir donné la me- 
sure exacte, au moyen des értégrales singulières, dont l'idée appartient à l’au- 
teur, et qui peuvent être regardées comme une découverte en Analyse ; 

4° Enfin d’avoir donné, par ses méthodes, de nouvelles formules intégrales 
fort remarquables, qui peuvent bien se déduire des méthodes connues, mais 
auxquelles personne n'était encore parvenu. 

Il nous paraît, par tous ces motifs, que M. Cauchy a donné, dans ses re- 
cherches sur les intégrales définies, une nouvelle preuve de la sagacité qu'il a 
montrée dans plusieurs de ses autres productions ; nous pensons donc que son 
Mémoire est digne de l'approbation de la Classe, et d'être imprimé dans le 
Recueil des Savants étrangers. 


Fait à l'Institut, le 7 novembre 1814. 


Signé Lacroix, LEGENDRE, Rapporteur. 


La Classe approuve le Rapport et en adopte les conclusions. 
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* INTRODUCTION. 


La solution d’un grand nombre de problèmes se réduit, en dernière 
analyse, à l'évaluation des intégrales définies; aussi les géomètres se 
sont-ils beaucoup occupés de leur détermination. On trouve, à cet 
égard, une foule de théorèmes curieux et utiles dans les Mémoires et le 
Calcul intégral d'Euler, dans plusieurs Mémoires de M. Laplace, dans 
ses Recherches sur les approximations de certaines formules, et dans les 
Exercices de Calcul intégral de M. Legendre. Mais, parmi les diverses 
intégrales obtenues par les deux premiers géomètres que je viens de 
citer, plusieurs ont été découvertes pour la première fois à l’aide d’une 
espèce d'induction fondée sur le passage du réel à l’imaginaire. Les 
passages de cette nature conduisent souvent d’une manière très prompte 
à des résultats dignes de remarque. Toutefois cette portion de la 
théorie est, ainsi que l’a observé M. Laplace, sujette à plusieurs diffi- 
cultés. Aussi, après avoir montré, dans le calcul des fonctions généra- 
trices, les ressources que l'Analyse peut retirer de semblables considé- 
rations, l’auteur ajoute ::« On peut donc considérer ces passages 
comme des moyens de découvertes semblables à l'induction dont les 


(1) Mémoires présentés par divers savants à l’Académie royale des Sciences de L'Institut 
de France et imprimés par son ordre. Sciences mathématiques et physiques. Tome I. Imprimé, 
par autorisation du Roi, à l'Imprimerie royale; 1827. 
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géomètres font depuis longtemps usage. Mais ces moyens, quoique 
employés avec beaucoup de précaution et de réserve, laissent toujours 
à désirer des démonstrations de leurs résultats. » Pour obvier à cet 
inconvénient, l’auteur a eu soin de confirmer par d’autres méthodes 
les valeurs des intégrales qu’il avait trouvées. Quant à celles d’Euler, 
M. Poisson a fait voir, dans le Bulletin de la Société philomathique, 
n° 42, et dans le Journal de l’École royale Polytechnique, t. IX, 
qu'on pouvait les obtenir, soit par des intégrations doubles, soit par 
l'intégration d'équations différentielles du second ordre. Après avoir 
réfléchi sur cet objet, et rapproché les uns des autres les divers résul- 
tats ci-dessus mentionnés, j'ai conçu l'espoir d'établir le passage du 
réel à l'imaginaire sur une analyse directe et rigoureuse; et mes re- 
cherches m'ont conduit à la méthode qui fait l’objet de ce Mémoire, 
et que je vais exposer en peu de mots. On ne verra peut-être pas sans 
intérêt comment une des difficultés que ce sujet présente peut non 
seulement être éclaircie, mais encore tourner au profit de l'Analyse, et 
se transformer, pour ainsi dire, elle-même en un nouveau moyen d’in- 
tégration. 

Lorsque, dans une intégrale simple ou relative à une seule variable y, 
on remplace cette variable unique par une fonction quelconque de 
deux autres variables æ et 3, les deux coefficients différentiels de l’in- 
tégrale, pris, l’un par rapport à x, l’autre par rapport à z, se trouvent 
tous deux dégagés du signe d'intégration, et représentent simplement 
deux nouvelles fonctions de x et de 3. Mais ces deux fonctions ont entre 
elles une relation qui mérite d’être remarquée : c’est que le coefficient 
différentiel de la première, pris par rapport à z, est égal au coefficient 
différentiel de la seconde, pris par rapport à æ. Ce résultat se déduit, à 
la vérité, de cette seule considération, que, l'intégrale pouvant être 
censée représenter une fonction déterminée de æ et de z, sa différen- 
tielle de second ordre, prise relativement à ces deux variables, doit rester 
la même, dans quelque ordre que les différentiations aient été faites. 
Mais, si cétte preuve ne semble pas assez rigoureuse, on lèvera toute 
incertitude en vérifiant immédiatement, par la seule différentiation des 
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deux fonctions que l’on considère, l'égalité de leurs coefficients difré- 
rentiels. Cette égalité ou équation subsiste dans le cas même où la 
fonction de x et de 3, qui remplace la variable y, est en partie réelle, 
en partie Imaginaire, et se partage alors en deux équations nouvelles, 
dont chacune peut toujours être vérifiée directement par la seule diffé- 
rentiation. Celles-ci sont encore semblables à l'équation qui leur a 
donné naissance, et peuvent elles-mêmes, dans plusieurs cas, se par- 
tager chacune en deux équations de même forme. Dans toutes ces équa- 
tions, une fonction de + et de z, différentiée par rapport à z et divisée 
par dz, se trouve égalée à une autre fonction de x et de z, différentiée 
par rapport à æ et divisée par dx. Nous allons maintenant développer 
les avantages que présentent, dans la théorie des intégrales définies, 
les équations différentielles dont il s’agit. 

Si, dans une équation de cette forme, on multiplie les deux membres 
par dx dz, et qu'on se propose ensuite de les intégrer, par rapport à x 
et à z, entre des limites déterminées de ces deux variables, on ob- 
tiendra une équation entre deux intégrales doubles. Mais, comme les 
deux membres de l'équation donnée, multipliés, le premier par dz, le 
second par dx, deviennent des différentielles exactes relativement aux 
variables z et x, on pourra immédiatement effectuer de part et d'autre 
une première intégration; et l’on obtiendra par suite une équation 
entre deux espèces d’intégrales définies relatives, les unes à la va- 
riable +, les autres à la variable 3. On peut donc, à l’aide des considé- 
rations précédentes, établir des équations entre des intégrales définies 
de nature fort différente, et les transformer les unes dans les autres. 
Dans plusieurs cas, on détermine facilement les valeurs de quelques- 
unes d’entre elles, et l’on en déduit alors les valeurs d’autres intégrales 
plus compliquées. Enfin, si les intégrales que l’on considère ne peuvent 
s’obtenir en termes finis, on pourra du moins les ramener à d’autres 
plus simples ou plus faciles à calculer. 

Les diverses applications qu'on peut faire de la théorie précédente 
sont relatives aux diverses fonctions de x et de z qui peuvent rem- 
placer la variable y. Parmi les hypothèses sans nombre qu'on peut faire 


42. 
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à cet égard, j'ai choisi celles qui m'ont paru les plus simples. J'ai 
obtenu de cette manière la plupart des intégrales déjà connues et plu- 
sieurs autres qui me paraissent nouvelles; enfin des formules générales 
qui, par les rapprochements qu’elles offrent, semblent devoir mériter 
l'attention des géomètres. 

La méthode que je viens d'exposer est fondée, comme on voit, sur 
des principes clairs et faciles à saisir; mais elle suppose qu'il est tou- 
jours aisé de convertir les intégrales indéfinies en intégrales définies ; 
et le passage des unes aux autres offre, dans la pratique, plusieurs 
difficultés qu'il est bon de faire disparaître, afin de tirer de la méthode 
le parti Le plus avantageux possible. 

La première difficulté qui se présente regarde les fonctions d’une 
seule variable. Si une intégrale indéfinie est exprimée par une certaine 
fonction de la variable augmentée d’une constante arbitraire, la même 
intégrale, prise entre deux limites données, a et b, sera exprimée en 
général par la différence des valeurs de la fonction relative à ces deux 
limites. Toutefois ce théorème n’est vrai que dans le cas où la fonction 
trouvée croit ou décroit d’une manière continue entre les deux limites 
dont il s’agit. Mais si, lorsqu'on fait croitre la variable par degrés in- 
sensibles, la fonction trouvée passe subitement d’une valeur à une 
autre, la variable étant toujours comprise entre les limites de l’intégra- 
tion, la différence de ces deux valeurs devra être retranchée de linté- 

grale définie prise à l'ordinaire, et chacun des sauts brusques que 
pourra faire la fonction trouvée nécessitera une correction de même 
nature. On obtient facilement cette règle en considérant l'intégrale 
proposée comme la somme des éléments qui correspondent aux diverses 
valeurs de la variable, et partageant la somme totale en autant de 
sommes partielles qu'il y a de sauts brusques, plus un, dans la fonction 
trouvée. 

Les autres difficultés sont relatives aux intégrales doubles dans les- 
quelles, après une première intégration, la fonction sous le signe :L 


devient, pour certaines valeurs des variables, infinie ou indéterminée. 
Dans la méthode ci-dessus exposée, le dernier cas est le seul qui se 
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présente; et ce n’est jamais que pour des valeurs déterminées de l’une 
et l’autre variable, que les fonctions sous le signe [prennent la forme %. 


Dans une semblable hypothèse, les intégrales doubles que l’on consi- 
dère sont entièrement indéterminées; et lorsqu'on parvient à les inté- 
grer complètement relativement aux deux variables données x et z, 
elles obtiennent en effet deux valeurs différentes l’une de l’autre, sui- 
vant que l’on substitue les valeurs de x avant celles de z, et récipro- 
quement. Quoi qu'il en soit, parmi le nombre infini de valeurs que 
peuvent obtenir ces intégrales doubles, il en est deux qu'on doit soi- 
gneusement distinguer de toutes les autres, et qui jouissent d’un carac- 
tère particulier propre à les faire reconnaître. Mais, avant d'établir 
cette distinction, il est nécessaire de rappeler en peu de mots les 
principes sur lesquels repose la détermination des valeurs des fonctions 
à une ou à plusieurs variables. 


Lorsqu'une fonction d’une seule variable æ se présente, pour une 
certaine valeur a de cette variable, sous la forme *, elle n’est pas indé- 
terminée, mais elle a pour valeur la limite dont elle s'approche sans 
cesse à mesure que æ — a décroit. Au contraire, si une fonction de x 
et de z prend la forme pour les valeurs x — a, 3 — b, de ces deux 
variables, elle sera totalement indéterminée, et tendra vers des limites 
différentes, selon qu’en faisant décroitre simultanément les différences 
æ— a, z — b, on établira entre ces deux différences tel ou tel autre 
rapport. Cependant on obtiendra une limite déterminée, si l’on néglige 
la différence x — a relativement à la différence 3 — b, et une autre li- 
mite aussi déterminée, mais différente de la première, si l’on néglige 
3 — b relativement à + — a. La première hypothèse revient à considérer 
d’abord x comme constant et z seul comme variable, puis à substituer, 
dans cette supposition, la valeur de z, et, après, la valeur de x : c’est 
ce que nous appellerons substituer la valeur de z avant celle de x. Le 
contraire aura lieu dans la seconde hypothèse. Ainsi l’on peut dire que 
la fonction obtient deux valeurs différentes, mais toutes deux détermi- 
nées suivant l’ordre dans lequel on substitue les valeurs des variables. 
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Pour appliquer ces principes à la détermination des intégrales 
doubles définies, il suffit d'observer qu'une intégrale double étant la 
somme des éléments relatifs aux diverses valeurs des deux variables, 
cette intégrale sera nécessairement déterminée, si tous les éléments 
ont une valeur déterminée. Cela posé, si, pour aucune des valeurs 
de x et de 3 comprises entre les limites de l'intégrale, la fonction sous 


la fonction de deux variables qui ré- 


le signe fre prend la forme ?, 
sultera d’une première intégration ne pourra jamais devenir indéter- 
minée, et, par suite, l'intégrale conservera la même valeur dans quelque 
ordre que les substitutions soient faites. Si le contraire avait lieu, on 
en serait averti par cette circonstance remarquable, que la fonction 
de æ et de 3, résultant d’une première intégration, acquerrait, pour 
certaines valeurs des variables comprises entre les limites de linté- 
srale double, une forme indéterminée. Dans cette hypothèse, l’inté- 
grale cherchée obtient deux valeurs déterminées, mais différentes l’une 
de l’autre, suivant que, dans tous les éléments à la fois, on substitue 
les valeurs de + avant celles de 3, ou les valeurs de z avant celles de x. 
Il ne reste plus qu’à faire voir comment, dans le calcul, on peut avoir 
égard à l’ordre de ces substitutions. 

Supposons, par exemple, que l’on veuille substituer les sales de æ 
avant celles de 3. Alors, si l’on effectue la première intégration par 
rapport à æ, rien n’empêchera de substituer immédiatement les valeurs 
de +, et l'intégrale double cherchée se trouvera remplacée en général 
par la différence de deux intégrales définies relatives à z. Mais, si l’on 
effectue la première intégration relativement à la variable z, et que, 
pour un système de valeurs des deux variables comprises entre les 
limites de l'intégrale, la fonction obtenue par ce moyen prenne une 
forme indéterminée, on ne pourra substituer immédiatement les va- 
leurs de z, puisqu'on renverserait ainsi l’ordre des substitutions. Au 
reste, il est facile de voir que l’erreur produite par ce renversement 
porte entièrement sur la partie de l'intégrale double qui correspond 
aux systèmes très voisins de celui qu’on vient de citer : car cette partie 
est la seule dont les éléments n'aient pas une valeur déterminée. Cette 
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même parte obtient une valeur nulle, lorsqu’après l'intégration rela- 
tive à z, on y substitue immédiatement les valeurs de z; mais elle cesse 
de s’évanouir, lorsqu'avant d'opérer cette substitution, on effectue 
l'intégration relative à æ. Nous sommes donc conduits, par ce qui pré- 
cède, à considérer une espèce particulière d’intégrales définies dans 
lesquelles les limites relatives à chaque variable sont infiniment rap- 
prochées l’une de l’autre, sans que pour cela les intégrales soient 
nulles. Je les désignerai sous le nom d’intégrales singulières. Une inté- 
grale de ce genre était déjà connue, et cette intégrale est due à M. Le- 
gendre, qui, dans un Supplément aux Exercices de Calcul intégral, à, 
le premier, appelé sur cet objet l’attention des géomètres. Ces der- 
nières intégrales peuvent être employées avec avantage dans la théorie 
des intégrales définies; et lorsque l’on considère deux variables, elles 
servent à corriger les erreurs dépendantes de l’ordre des substitutions. 


. Elles se trouvent, par la méthode précédente, introduites dans les 


équations qui déterminent les valeurs des intégrales définies; et sou- 
vent une intégrale définie est exprimée par la somme de plusieurs 
intégrales singulières. 

Ce qu'il y a de remarquable et de fort heureux en même temps, 
c’est qu'on peut toujours déterminer les valeurs des intégrales singu- 
lières que la méthode précédente introduit dans le calcul. Ces valeurs 
renferment, en général, le rapport de la circonférence au diamètre, 
les fonctions placées sous le signe [dans les intégrales que l’on con- 
sidère, et les racines imaginaires des équations qu’on obtient en éga- 
lant à zéro les dénominateurs de ces mêmes fonctions. Ainsi, toutes 
les fois qu'on parvient à exprimer une intégrale définie dont on cherche 
la valeur par la somme de plusieurs intégrales singulières, la question 
n'est pas seulement changée de nature, mais elle est même complète- 
ment résolue. On trouvera dans le présent Mémoire plusieurs exemples 
de ce genre de calcul. 
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PREMIÈRE PARTIE. 


DES ÉQUATIONS QUI AUTORISENT LE PASSAGE DU RÉEL 
A L'IMAGINAIRE. 


EXPOSITION GÉNÉRALE DE LA MÉTHODE. 
Soit /(y) une fonction quelconque de la variable y, et supposons 


que y soit elle-même une fonction de deux autres variables, æetz:le 
coefficient différentiel de l’intégrale 


pris relativement à æ, sera 


FAP) 32 
et le coefficient différentiel de la même intégrale, relativement à z, 
sera 
1 7 
ANS de 


Quant au coefficient différentiel du second ordre, pris relativement 
aux deux variables æ et z, il pourra être désigné, ou par 


ou par 
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On aura donc 


: de & | ANA |. 


€ 
On peut vérifier cette équation directement par la seule différentiation. 
On a, en effet, 
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d'où l’on déduit l'équation (1). Cette dernière équation subsiste, quelle 
que soit la fonction de x et de 3 que l’on prenne pour y. Elle subsis- 
tera donc encore, si l’on suppose cette fonction en partie réelle, en 
partie imaginaire. Ainsi, par exemple, si M et N désignent deux fonc- 
tions quelconques de x et de z, on pourra faire 


r=M+N VE. 
Alors, si l'on suppose 
fiM + N ÿ-_+) < P+ Pr x, 
DOM pe Ne PE 





_. da: P — P dz RU: 
OA dE 2 | … dN à |, OM 
PO HP =T, PS +R =, 


l'équation (1) deviendra 


e pe A OV — 
FF le 
Si, au lieu de supposer y—M--Ny—1,0on eütsupposé y —M-—Ny— 1, 
on aurait trouvé 


M UN 
CT . T 0x 0x" 
ŒEuvres de C.—S.I, t.1. 43 


338 MÉMOIRE 


On aura done séparément : 


, 08  dU 
| | 03 — dx’ 
_ jt _ov. 

NE : 4. de 


On peut encore vérifier immédiatement les deux équations précé- 
dentes à l’aide de la seule différentiation des quatre quantités dési- 
gnées par S, T, U, V. Ces deux équations renferment toute la théorie 
du passage du réel à l'imaginaire, et 11 ne nous reste plus qu'à indi- 
quer la manière de s’en servir. 

Supposons qu'après avoir multiplié les deux membres de chacune 
des équations (2) par dx dz, on se propose de les intégrer, par rap- 
port à æ et à z, entre des limites réelles de ces deux variables, Dési- 
gnons par 

CAS Ed 
les valeurs de S et de T relatives aux deux limites de z, et par 
‘ AE CAE LA 
les valeurs de U et de V relatives aux deux limites de x. Si, entre les 
limites dont il s’agit, les quatre quantités 


Sr ÙU, Ÿ 


conservent toujours une valeur déterminée, on aura généralement 


| fs'a- | S'dæ = | U'd: — fu'a (1, 
| free free fre [ve 


(*) Les équations (3) peuvent être remplacées par une seule formule imaginaire, savoir : 
| [ts +rv- ia | (S'+T'y—1)4x 
(A) ie Fe 
= fu'+ V'y/—1)dz = fu ve 


La même remarque s'applique aux équations (4), et généralement à tous les systèmes d'é- 
quations qui seront établis dans les paragraphes suivants, chaque système de deux équations 
réelles pouvant être remplacé par une seule formule imaginaire. 


(3) 
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Supposons, pour plus de simplicité, que les limites relatives à x 
soient o et æ, et les limites relatives à z, o et 3: enfin désignons par 


s et { ce que deviennent S et T quand 3 — 0, 
et par 


u et v ce que deviennent U et V quand x — 0. 


Les deux équations précédentes deviendront 


{ > PE 1 3 LEA 
f saæ-/ sde [Ua | . 
(4 0 0 v 0 0 
fra feas=f va-f v dz. 
Car 0 v 0 0 


Nous examinerons, dans la seconde Partie de ce Mémoire, le cas où les 
valeurs de S, T,U, V deviennent indéterminées entre les limites de l’in- 
tégration. Quant à présent, nous nous bornerons à montrer par quelques 
applications l'usage des formules que nous venons de trouver. 


IT. 


PREMIÈRE APPLICATION. 
Faisons M = x, N — 3, on aura 


PHP f(x + 3 VA), 
OM'. "TON: du ON 


AR ee el + ds? 
Se?", Us? 
LES ef D 


Si l'on fait, de plus, f(x) —p, f(+3V—1)=p +p'y—1, on aura 


" 


S—p, u——p", 


0.7 VERS 
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et par suite les équations (4) deviendront 


| fr P' dx— | rar . p"dz ne L P’dz tr 
| [a P’ dx a P' dz — p' 2% 
\ 0 : 0 


Les équations précédentes supposent que P' et P” conservent tou- 


a 
v 


jours une valeur déterminée entre les limites dont 1l s’agit. 


(1) Si l’on a égard à la note de la page 338, et si l’on désigne avec M. Fourier par la 
notation 
: J flæ)dx 


l'intégrale définie sk f{x)dx, prise entre les limites x = x’, x = x", on reconnaitra que les 


équations (5) peuvent être remplacées par la seule formule 


5. re +21) dx Li fl) dx = ÿ—1 | ft A [re «| 


et les équations (6) par la suivante : 


(C) fier iaee [raide — = fs V—1)dz. 


Si, dans cette dernière, on fait successivement a = — æ, a = æ, et si l'on suppose que 


f(a+2v— 1) s'évanouisse pour + — + +, quel que soit z, on trouvera 


b , 
. f( e+ bles [° f(x)dx — vi [ Gv V—t}ee, 


1e fe be ef f(x es Vi [rte 


el par suile 


(D) | fo fe+ onde = [° Fierde 


Là + » LA e » £ 1 -, , 
On peut déduire immédiatement de l'équation précédente les formules (c), page 342. 





dattes nc dé incite 





È 
ù 
ÿ 
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ExemPe. — Si l’on suppose f(x) — e*, on aura 


Kae er COS2X2, P=—-<é' ee siNn2x2£, P — et, 


P ns ex", p" re à 


Cela posé, les équations (5) deviendront 


Tr 3 à 
e 2 et cos2x2 dx — e—** [ e sin2xz dz | e-* dx, 
0 


0 “0 
(a) L ; j 
e* J. er sinixz dx + e7 [ e COS2æxz a= f e’° dz; 
\ 0 0 0 


Si, dans les équations (a), on suppose infinie la seconde limite de +, 
les deux quantités 


ex à e sin2xz dz, es f ef COS2x2 dz 
0 


0 


| &< Le , . 
s évanoulront, et l'on aura simplement 


} CP La 1 
2 7° 2 I > .. 
| l ce Coast = ) rer er, 
0 0 2 
{ 


:œ 3 
| . ex sin 2x2 dx — ef e=° da. 
\| 0 0 


Ces deux dernières équations étaient déjà connues. 


{ \ 
(b) 


/ 


Corollaire I. — Lorsque (x) est une fonction paire dex, f(+zy—:1) 
est en général une fonction réelle de z, et l’on a, dans cette hypo- 
thèse, p’— 0. Si, de plus, la valeur extrême de x est telle que P” 
s'évanouisse, la première des équations (5) deviendra 


F ro [ p dx. 
0 “0 
On peut donc énoncer le théorème suivant : 


TuéorÈME L. — So f(x) — p une fonction de x telle que, si l'on fuit 


f(æ 2 » 8 par —p'+P7 Ve 


{c) 
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P' et P” conservent une valeur déterminée pour toutes les valeurs de x et 


29 


de 3 comprises entre les limiles x = 0, x =a, 3 —0, z —b; et qu'en 
outre P” s’évanouisse aux deux limites de x, quelle que soit d'aulleurs la 


valeur de 3. Si l’on suppose, dans P', 3 — b, on aura 


e A Par | p dx. 
0 “0 


Dans un grand nombre de cas, la valeur a de +, qui rend P” nulle, 
LD) 


est infinie. C’est ce qui arrive, par exemple, lorsqu'on suppose 
ace 


k étant un nombre entier. Si, dans eette hypothèse, on fait successive- 
ment #4—1, 4— 2, ..., l'équation 


n. PP p dx 
0 0 


| ° e La 
L e-+*+b® cos2bx dx — ( e-* dx, 
0 0 


deviendra 


Fe ere bt cos[{bx (x? — b?)] dx — [ PT 
0 0 


sé 6 0e À 0 00 0 6 6 0 ER RC PR PT PT ET D MR D 


o (r+b Ven v=—3)"* Ë AE 2% RT, Hi 2k e 
[ e ; cos É +by—1) en) | dx ss e-*" dx, 
0 


er 











La première de ces équations coïncide avec l'équation (b) trouvée 
ci-dessus. 


Corollaire II. — Quand la valeur extrême de x est telle que P'et P” 
s'évanouissent indépendamment de toute valeur de z, les équations (5) 


se réduisent à 
| | dé En à paz+ | p"dz, 
] 0 0 vo 


| [ P’ dx — — f P' dz. 
| 0 0 
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: Si, dans la première de ces équations, on suppose p’—0o, on re- 
L trouvera le théorème ci-dessus démontré. 
Corollaire 11. — Si, dans les équations (6), on suppose 
f(x) =" t F(x), 
ñ étant un nombre entier positif, on aura  - 
P'HP'V—i(x Esp) F(x+zÿ— 5). 
Soit, pour abréger, 


(cHzy—i) x +7 VE 
Fix) =, 
F(z+zyÿ—1)—=Q+Q"y—:, 


F(+z ÿ=— 1) — ET. 
On trouvera 


r'EOX es [+ or RP @Z ah O”X; de ga" +: 


E- On aura, de plus, si x est un nombre impair, 
| as 
| (ai) = (or) an, 
À et par suite 
n—1 n—1 


PE QE DE) gt 
Au contraire, si x est un nombre pair, on aura 


n—9 


(Hz ÿ— Da" ER zn-— 1 


VOTE 
et par suite 


On aura donc, en supposant, dans les équations (6), n—2k4+:1, 


ui 3 


| J'iox-omue- fast fs, 
0 0 


vo 


(7) é : 
| [ (Q'Z + Q’X) dr — it fl grstds: 
0 0 
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et, en supposant 7 — 2#, 


0 


+ 4 fiax-9214- [ qatt-tax + re ni A 
LS , 


| | (Q'Z + Q’X) dx — ie fl g'2%"1d8. 
0 


\ 0 


Si, dans les équations (7) et (8), on fait successivement ñn = 1,7 = 2, 


M HE. 5 ON TONNES 


POUF HE, AE, FA 1 8 
Ho Le FH 
h—3 A4 1, € Are PE 4 
ne, Ka LIN; B= 3x17 — 3" 
rene Re SET NE Us CE En rev 


Cela posé, la première des équations (7), conjointement avec la se- 


conde des équations (8), fournira les résultats suivants : 


[ Q'a- | qgdx + [ 4 dz, 
0 0 0 


LEA La LES 
| Q'x dx +2 ( Q'dess | g'z da, 
0 0 


+0 
9) { È 2" x ge 
. -- L Q'x°? dx +23 ( Q'edr+e | Q'dr—— | q x? dx + Ê g”z°? dz, 
0 Vo 0 0 Vo 
— | x3 dx — 33 | Qatde +32 | Q'x dx + 33 [ Q'dx — L g”z° dz, 
“0 0 0 0 0 
Au contraire, la seconde des équations (7), jointe à la première des 
équations (8), donnera 
x Z 
| Q'dr= — [ g' ds, 
: U : tv 0 
nd 7 € x 25 
— l Q'x dx + 2 | Q'de—— | gx dx - g'z dz; 
Ca 0 V0 V0 
(10) Na +. x a 
— | Q'"x? dx — 23 | Q'x dx + 2° PAL = — g' 3? dz, 
0 v0 md à 0 
La » ATX TX X LES 
. Q'x? dx —3z | Q'atdr— 33? | Q'ædr+s [ Q'ax | g.« dx — g'z° dz, 
V0 0 ; 0 - 0 0 0 


* 

J 
pr: 

È 
# 
4 
# 
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Les équations (7), (8), (9) et (ro) supposent que, pour la valeur 





extrême de æ, les quantités 


Q'X ds 4 a À Q'Z 2 x, 


s’évanouissent indépendamment de toute valeur de z. Si la valeur 
extrême de x est infinie, il suflira que 


Q xn-1 et Q’'xr-! 


s’évanouissent par la supposition + = æ. 


Toutes les fois que les valeurs des intégrales de la forme | g'z" dz, 


© 0 


| gx*" dx seront connues, on pourra déduire des équations (9) les 
0 


valeurs des intégrales de la forme 
f Q'zx°# dx, [ Q"x?2k-1 dx. 
0 +0 


De même, toutes les fois que les valeurs des intégrales 


Î grands, J gat-vaz 
0 0 


seront données, les équations (10) feront connaître les valeurs des in- 
tégrales 


Î Q'x?k-1 dx, [ Q'z?k-i dr. . 

0 0 
On peut d’ailleurs, sans nul inconvénient, changer dans les équations 
(9) et (10), gen p, et par suite g’ en p', g” en p’, Q' en P'et Q” en P”. 
Cela posé, on obtiendra facilement par l'élimination les valeurs des 
quatre espèces d’intégrales 


x » € x 
P'x? dx, { P'z?%-1 da, | Pr dr; £ P’'x°?#4 dx. 
0 “0 vo 0 


Œuvres deC.—S.i,t.I. 41 


346 MÉMOIRE 


Ces valeurs seront comprises dans les quatre formules suivantes : 


re A ee _ [fau OA STDOF 4) one 8 























+ À 1.2 | 
(af For oHare arf i 
ea LE ak=sz4—,.. [pdx (!) 
(ri) l 3 L \ 3 
el f déni p' 245% da 
0 
| HA les f P' z2k=8 dz — . 
| freare [feu 2#0h00 vu ne 
$ de 2 
2h (2k—1)(24—92){2k — 3) PEN : 4 
F A AE Fa Jde 
(12) { a À, A3 
RTS le ” sh de — 5 p"2°?*-1 dz 
Afro fr 
| 2k(2k — 1) = : D LR 
| RATE ment eu | 
fre 2k— D RES 
0 13:80 : L \( \( 3) > 
k 2, SUR ect) Lee RIT a ESS 
RARE x 3 +. [pd 
(13) | 4 l 3 
| +) f p' 22k-A dz — ‘ ts f pra t dz 
0 me 





| | 

R RE 

| f restar = F Fans ice D at [pd 
Lo 1:24 


+0 f pad 2h; f p'22À%=1dz +. 
; I 
vo “0 


(1) Les équations (11), (12), (13) et (14) peuvent être remplacées par la seule formule 


. a an f(x + bi )dr 





(E) e ie a | 
| = ane flæ jaz (y) fl (2 bje-1 f(aÿ— 31) dz. 
| 0 Jo 4 
que l'on déduit immédiatement de l'équation (C), en supstituant le produit (æ—by—1)""" f(x) : 
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Ces formules sont principalement utiles dans-le cas où ee mn 
extrême de + est infinie. Mais alors P'x°* et P’x?* doivent s'évanouir 
lorsqu'on suppose æ — + . On peut donc énoncer le théorème suivant. 


TuéorÈmE IE. — Soit f(x) — p une fonction de x telle que, si l’on fait 
J(atzv—i)=PæÆP Vs, 


P' et P” conservent une valeur determinee pour toutes les valeurs de x et 
de z comprises entre les limites x —=0, x =, 3—0, : —b, et qu’en 


outre 
PURE Pa 


à la fonction f(x). Quant aux équations (4), elles peuvent s’écrire comme il suit : 


x F2 4 24 / 2x 
J ak e-x° cos2bx dr — es à (g+5 re) ex? 


0 2 





dr, 
0 


(F) 





er ax. 


re net, RES?" ie EE Fe 241 
J a2k—-1e-2? sin2 br dx — re) (x + by 1) = (r bV 1) 
0 : _v0 2 v— I 


Ajoutons que si, dans l'équation (D), on remplace f(x) par 


(Bb &ÿ—1)" f(æ), 


on en tirera 


(G) È ee 2U—1)" f(x + by—3)dr sf (b — PTE pre fx) dx, 


ou, ce qui revient au même, 


| : an(s) 2 (VS (2 + 0) de 
D ee ue 
=f [Co — +ÿ=:)" fla+(6+xv— 


“0 





1)" 1 f(— zur. 


Cette dernière formule subsiste, quel que soit ». Si l’on y pose f(x) — e-**?, on obtiendra 


l'équation 


8 


| J 


en fes € (Bees 


NT 
mA sin (e — Lx) e2* dx 





e*" dr, 


que j'ai donnée dans un Mémoire sur la conversion des différences finies des puissances en 
intégrales définies, et dans le Bulletin de la Société philomathique de 1822. 


ii. 
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s’évanouissent, quelle que soit 3, pour x — æ ; si l'on désigne par p' et p" 
ce que deviennent P' et P' quand z = 0, on aura, en supposant 3 — b, Les 
quatre équations (11), (12), (13) et (14), les intégrales relatives à x étant 


prises entre les limites x — 0, x — + , et les intégrales relatives à z entre 


les limites 3 — 0, 3 = b. 


ExemPLzEe. — Soit 


‘on aura 
P'—eze-t cos2xz, P'——ee-" sin2xz, 


On aura de plus 


252 Le DES { L œ [2 VE \ : 
ù SR ist s (K Lit Hal. ar x 
| x?kert dx — Li NT : à Med, — + 
: 9 


0 








Cela posé, si l'on fait z = a, les équations (12) et (13) deviendront 











respectivement 
a? ” 
ns (k+rn(k+o...2k à _—— k ik) 
24 _ xt 1r — à B me la — a+ ———; a — 
| x?h e-*cosax dx ns vi re RP D: 
/ 0 
si : ; 
AE] . ï d k(k+1)...{(2k—3) PRE : Dr (fr —1){K — 0) 1 
2k—1 p—2° 6j > — “: 4 U— —; = — O5 — 
ST PIRE 22h 1231 T0 18.34.08 


On peut aussi trouver directement les valeurs des intégrales 


Le +] ao 
[ zke-* cosax dx, :h xk-le- sinax dx, 
0 


na 


en différentiant plusieurs fois de suite, par rapport à la constante a, 


les deux membres de l'équation 


1 
2 


1 à [ 
L e-* cosax dx — sT'e 7 
; , 


et l'on obtient alors les formules données par M. Legendre (p. 363 des 
Exercices de Calcul intégral). Les équations (d) comprennent ces mêmes 












SUR LES INTÉGRALES DÉFINIES. 319 


formules, et font connaître de plus la loi générale à laquelle elles sont 
assujetties, loi qu'il serait peut-être difficile d'obtenir par une autre 
méthode. | 


IT. 


SECONDE APPLICATION. 
Faisons 
Mo Nr, 


a étant une quantité constante, et 


PER" V1 f(ax + xz 1). 


On aura 
Mat 0 ON 2 OM 0: ON 
SR D à 


S—=AP —-2P a T—=3P EL aPp", U—e sp”, V= xp. 
Si l’on fait de plus P — f(ax), # — f(o), on aura 
ÉORr 0 0, V0 0; 


à moins que # ne soit infini. 
Cela posé, les équations (5) deviendront 


4] 


ef Pdr—5f VP'araf Pdr——x | 
0 0 0 eu 


0 
|: fra va fra de x [ P' dz. 
\ «0 vo T0 


() Les formules (15), (18) et (21) peuvent être remplacées par les suivantes : 


P’ dz 
(15) 


| (a+av=5) f Has + asile a [ flhaj re 
K) | 


+ ei [la + xzÿ—1)dz, a 


: (L) (a+ 805) [Te + 6V alu = fl Stade, 


0 





gt 


(M) 4 æn1 f[r(cosk + ÿ— 1 sink)æ]dx = ri AT D fan fade. 
o 0 
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On peut aussi mettre ces équations sous la forme suivante : 


s / r 3 = 6 c- 
LA È ! & ; «a? 
Pass. z [ pds af va + [| Péz, 
# + Cr 0 HE UE 
: æ 5 3 az ge | 
fasse Lee: mit Re 
ia EST “à a+ 3? 








 Corollaire I. — Si la valeur extrême de x est telle que æP’ et xP” 


s'évanouissent, quelle que soit z, on aura 


x | Pdi=s | Prés, 
a: 0 


et par suite les équations précédentes se réduiront à 


| [ Por LE [ aP dx, 
ee A à 





+ 
{rn) d 
\ I /]} | ‘ ss L 
! F P'dx = — RS EE [ aP dx. 
( e_ 0 a” Fa 27 0 


Dans un grand nombre de cas, P’et P” s’évanouiront par la suppo- 


sition æ — æ. Alors, si l’on désigne f(x) par p, on aura 


de à aflax)dr = | pdr. 


0 0 V0 


Cela posé, si, dans les équations (17), on fait z — b, et que l’on rem- 


place f aP dx par 2 p dx, on obtiendra le théorème suivant. 
0 


Le 0 
Tuéorèue HE. — Soit f(x) — p une fonction de x telle que, si l’on fait 


f(ax +aszV—1)=PÆP"V=:, 





1 

à : ; 

Lorsque, dans cette dernière, on pose f(x) = e-*, on obtient l'équation 2 
a ARR LE à 

(N) JL ante-ax(cosbx + 1 sinbx) dx = NE = ee | an le-tdx, È 
0 0 3 


qui comprend les formules (e). 














DE Mn Me ent par LOUE LAS ET D ne 
eee 4 Rs Re Me ME re: 
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Pet P' conservent une valeur déterminée pour toutes les valeurs de x et 
1 de 3 comprises entre les limites x = 0, x =, 3—=0,z3—=b, et qu'en 
: outre æP' et xP" s'évanouissent, 1° pour x = 0, 2° pour x = ©, quelle” 
FE , que soit d’ailleurs la valeur de 3. Si l’on suppose, dans P' et dans P”, 
é z = b, on aura 
P'éa— dx 
À e+b), PT 
(18) ie 
P'dx — — ; p dx 
0 2 b 0 


Corollaire II. — Si, dans les équations (18), on suppose 











Ë ÉMIS at FE le), 
i n étant un nombre réel quelconque, on aura, en faisant z — b, 
À P'HP'V/—i=(atbÿ—:)" "art Fax + bx ÿ—à). 
É- Soit, pour abréger, 
È F(x) = 
4 Fax +bxÿ—1)—Q'+Q"y—:1, 
char CÔSR,, b=r sm; 

E on aura 

: MOPÆ Pi mt Écos(n—1)k + ÿ—: sin(n —1)k [(Q + QV— 1), 
4 P'— r2—1[Q cos(n — 1)4 — Q” sin(n —1)k]xt, 
4 P'= r=1[Q" sin(n — 1)4 + Q"cos(n —1)k]æ"-", 
4 a cosk bp  sink 
Re HD Cr MER. r 
. Cela posé, les équations (18) deviendront 

$ _cos(n — ok fl Q’ x2-1 dx — sin(n — uk [| Q"x"-1 dx — de | qz! ‘dx, 
5 0 r? 
* (19) : 





cos{(n — ok fl Q'zxt-t dx + sin(n —:)k [ Q'an-tdx = © è [ gr" dx. 
0 


“0 “0 
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Si l’on ajoute ces deux équations, après avoir multiplié la première par 
cos(z —1)# et la seconde par sin(r — 1)#, puis, qu'on les retranche 
l’une de l’autre après avoir multiplié la première par sin(r —1)4 et 
la seconde par cos(z — 1)#, on aura les deux suivantes 


/ & : 2 
| [ OCE tar = _- À gx dx, 
L 
0 0 


| co . 2 
| [ Q'at-tdr = sin rh É gx" -1 dx. 
L'an ni © 0 





(90) 


On a d’ailleurs 
b 
- a? + b?— 7r?, De tangk, 
et par suite 


b 
, k—arctang-- 
a 


La dernière de ces équations donne pour # une infinité de valeurs dif- 


férentes. Mais comme, en supposant b = 0, on doit avoir Q'= Fax), 
Q"— 0, les équations (20) devront se réduire, dans cette hypothèse, à 


2 ] co 
het der Ua sa 
[ Qi à gx" "dx, 
Re 0 
Aa 
| Q'xt-tdz so, 
T2 
et par suite l'équation b — o devra entrainer les deux suivantes 
cosnk = 1, 
sinnk — 0. 
On satisfait à cette condition en prenant pour # le plus petit des arcs 
È b P Là tr LA «. 
qui ont pour tangente =- Cela posé, si l'on change F(x)—q en | 


f(x) = p, et par suite Q'en P’, Q’en P”, on aura le théorème suivant. 


Tuéonème IV. — Soi f(x) = p une fonction de x telle, que si l'on fait 


4 
4 
à 
"1 
4 


flax Exs Je) = Er" Vs, s 


F 
14 
#4 
% 
# 


P' et P’ consérvent une valeur déterminée pour toutes les valeurs de x et 
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de = comprises entre les limites x —=0,x—=#, 3—0,3—b; et qu'en 
outre x"P” et x" P” s'évanoussent, 1° pour x = 0, 2° pour x = +, quelle 


que sou d'ailleurs la valeur de z. Si l’on suppose, dans P' et dans P”, 


Fe cosnk ré 
[ p’ xn—1 dx — Re : px! 1 dx, 
Re (a+b2} *° 


z — b, on aura 


ww ZT 





(21) / Lie 
frere #00 
Eure (a?+b2} #0 


L 2 


sin nl so: 
prt-1dz, 


: | s pts b 
k. étant le plus petit arc qui ait pour tangente A 


On peut remarquer que les équations (18) ne sont qu'un cas parti- 
culier des équations (21). En effet, si l’on suppose dans celle-ci x = 1, 








on aura 
CON oi. € BARRE SUR 1: Ÿ 
ane 1 a?+ b? SE. 1. @ + 6! 
(a? + b?}? (a? + b?}? (a+ b?}? (a?+b?} 


Ainsi le théorème (4) renferme le théorème (3). 


Exemple I. — Soit 
p=fla)=es: 

on aura 
fax Hbxÿ—1)—e-tx cosbx V—1e-ax sinbr, 


et par suite 
P'—e-ar cosbx, P”——e-ax sinbr. 


Cela posé, les équations (21) deviendront 


ze æ 
cosnk 
[ at let COS b x dx = ———-; [ æter#de, 
ee (a+ b2} *° 
(e) # sin nl | œ 
. D A 
7 ane sinbz dr = -— À CA MT! LÀ 
Éé (a?+ b2} *° 


Ces formules ont été données par Euler. 
OEuvres de C.—S.I,t.I. 45 
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Exemple II. — Soit 
pa fiz) sr, 
On aura 
fax Ebxy—i1)=er-tarte [cos2bzlax + ce) ÿ— 1 sin2bxlax + c}|, 


d'où l’on conclut 


P'—eblr"{artc)) cos2br(az +c), : P=—< es -terrc) sinnbrlaz + ec" 


Cela posé, les équations (21) deviendront 


(f) 





__cosnk À É 
JL ebr—(ar#c)* cos[ 2bx (ax + c)] 71 dx = ( etre) gs dx, 
"(at + b?}?* 
sinnk è * 
. : ebr—tart+c) sin[2bx{ax + c)] xt! dx = f CAT RTL. 


(a+ bp} 


Les deux équations précédentes supposent nécessairement b <a, ou 
tout au plus à — a. Sans cette condition, x"P' et x“P” cesseraient de 
S'évanouir pour æ — %. 

Si, dans les équations (f), on suppose 


b=<a; an :3@5h; 


on aura 
à 1 
T £ S'\e 
k=5 @4+b=m, seæ(*) , 
L m 
et par suite 
Trn 1 
2 Cos Et ss if 
L æt-le-? cosx(1-1- mx) dx = —— e ME gd, 
0 3 vo 


ve 


1 
z : sin es Se (2)'< 
axe -t SINT |1 + mx) dx — BOSCE EATS e m xt 1dx. 
0 u 
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el par suite 
e 2 7 x L# 2 : 2 
al ee séridx = [ e (5) Fa idees" | au-te-t dx 
# ñn Lu 
m° 0 nè 0 9? +0 
4 Cela posé, les équations (f) deviendront 
1 Th 
DE cos 47 LE 
* [ te? cos x x — fe | te dr; 
0 “0 di: A 
1 Ti 
É Le sin“ 
ASE sin rdr — ae. [ ze x dr. 
V0 2? ct 0 

Ces dernières peuvent aussi se déduire des équations (e) trouvées par 

Euler. 
| On peut observer que l'intégrale 
î te cn 
L e a AE À à 
4 4 0 
1 est égale à 





eau : : a 
Von 
Ë Lorsque » est un nombre entier, cette dernière dépend uniquement de 
4 
4 dÿ : 22m À 
É l'intégrale | ant LS 
4 0 





. Exemple IH. — Soit 


E —— 

4 P FLE) 0 æ 

4 

4 Si l’on fait, pour abréger, 

E m° PE. , 
1 CEA DR 

E. on trouvera 

De: 


no EDEN +3) | cos [ab (a 2 — mn) | = OR PER sin seb: a) fi: 
45. 
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d’où l’on conclut 


T 
|] 
Lau 
4 
à, 
| 
& 
pers 
k 
&| 
dE 
a 
[es 
Ron 
w 
S 
; T 
PETER 
8 
12 
| 
| (a) 
12 12 
ge TRE ES 
CE | 


Cela posé, les équations (21) deviendront 





+ , c(ai+b?) 
Ya 


su Eee je ee =) sin] n ab (a? &) jade cosnk = ——— fs e CPR ME: à À 
(a? + br} *° 


c?(a? + 2) 


2 (ab (242 3 ce? sin af Teil ner ner A 
c à e da 5) cos Lab (a: ie &) [= dx = ———— é US LR 
2 V0 


tas | | (a+ b2P 


Les équations précédentes supposent évidemment « < b. Dans ces 
mêmes équations, les intégrales des seconds membres sont connues, 
toutes les fois que » est un nombre entier, mais impair. Si donc on fait, 
pour abréger, 


a —b?—A, 2ab=B, 


on aura, dans le même cas, les valeurs des intégrales 





on aura 
1 ci+azxbæy—1, 


+ bx V— 1) — Pr er 
f(ax x V 1) 1ax +bxy—1 hi +ax)? + b?x?? 





d’où l’on conclut 


1+ax à —bx 
L 


pres =. 
1oax+(a+0)xt 1+oux + (a?+ b?)x* 
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Cela posé, les équations (21) deviendront 


























E En 1+ax cosnk ar r COS Anh 
—— ant dx — dx = e , 
4 J, 1+2ax+(a+ b?)xt 26 Pa E . 
É à) (a? + b?}? (a? + b?}? sinnz 
4 Er ‘ 
4 x bx sin n# A: 7 Sinnk 
- ————— xl dx — = = 
3 + 1+2ax + (a+ b?)x? ; 1+x ns 
: \ (a+ b?}"° (a? + b?} sinnr 
Ces deux équations coïncident avec des formules déjà connues. La pre- 
mière se déduit aisément de la seconde, et, si dans cette dernière on 
suppose a? + b°— 1, on aura 
a—cosk, b—sink, 
et par suite 
fe a! r  sinnk 
; - dx = = DRE 
Je +2 COSk + x? sinnr Sin 
: C'est la formule (f) de la page 101 de la quatrième Partie des Exercices 
1 de Calcul intégral de M. Legendre. 
à FY, 
4 TROISIÈME APPLICATION. 
É Faïsons 
4 M—x cosz, N— 7x sinz, 
P'ÆP'/—i— f(x cosz + ÿ—1x sinz); 
à on aura 
Ë COS z ee sin z ee æ Sinz so x COS 
3 el 4 — te TT ce 4 = — . COS Z 
4 e. 0x 7e 0 LE Leds 4 
1 S — P’ cosz — P” sinz, U——zxP sinz —-- xP” cosz, 
4 T—=P' sinz+P’cosz, V—  xP’ cosz — xP” sinz. 
à Si l’on fait de plus /(æ) — p, on aura en général 
Ë. $S—p, Uu—0O, 


PR VOS 
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Cela posé, les équations (5) deviendront Sn 


[Ra 


(P' cosz — P” sinz) dr — f: pdr= 2 | (P' sin z + P’ cosz) dz, 
0 0 È 


es (29) Le « 5 Le : 
(P” sin z + P” cosz) dx = x P' cosz — P’ sinz)dz. 
{ l 
CEE É t 0 £ 


# 


Exemple. — Soit 


on aura 


P'EP'y—iZeT*% [cos(x sinz) Eÿ—1 sin(x sinz)], 
et par suite 


(PH P”’ÿ—:1)(cosz + ÿ— 1 sinz) 


— e7*%% [cos(z — x sinz) + ÿ— 1 sin(3 — x sinz)]: 
d'où l’on conclut 


P'éosz — P' sinz —e""### cos (3 = Sins) 


P' sinz + P” cosz — e7* 5 sin(z — x sinz). 


Cela posé, les équations (22) deviendront 


à F3 Ë 3 ' 
# | | e7*%%% cos(z — x sinz) dr = f CET -X [ e7*°% sin(z — xsinz)dz, 
. : 0 ; 0 + «0 
PÈRE 
| e=*°%2 sinfz — zx sinz) dr EE 2 L e—*% cos(z = #sinz)dz. | 
on . «0 : * 


On a d’ailleurs 


Là 
[ El de = —e 


“0 


T 
[ess co8(2 — x sinz) de 4 ere": cos(x sus), 
“0 


x ; 
Î er sin(z — x sinz) dr —e "#5 sin(x sinz). 
0 à ; 





38) 
ne. 
+ à 

“à 
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On aura donc par suite 


| Î er*%3 sin(z— zx Sinz) ds = à Lio cos(x sinz) —e-*], 


0 
Pt, | 
[ e *%# cos(z — x sinz) dz — —-e-*%5 sin(x sinz). 
F4 
Lab. 


Si l’on fait, pour abréger, 


ul 
: Le """cos{x sinz)—e 7]—X;, 





L Ni : 
marre et snz) = X;:, 
pi 


399 


et que l’on différentie x fois par rapport à æ les deux membres de 








. a + 
chacune des équations (/), on trouvera 
ie 
# ; s dix 
e*%3 sin(rz — x sinz) ds —({—:1}" * 
dx" 
0 
(m) : Se 
: x R ; dr X: 
[ e*°%5 cos(nz — x sinz) dz —{(—1)" e , 
A dx! 


On voit par cet exemple que le passage du réel à l'imaginaire peut 
servir à trouver de nouvelles intégrales, non seulement définies, mais 


encore indéfinies. 


Y: 


QUATRIÈME APPLICATION. 


Faisons 
MR Nés 


a étant une constante arbitraire, 


P'HP'V—1—=f(ar Ezzy— 5). 


On aura 
M, ON RUN 
Jus ? dr: MU ge 


SsHhaal'>23Pp", Us» 
T=3P'+aoanPl", V—= xp", 
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Si l’on fait de plus / (ax?) — P, on aura en général 


Pme 9 à AU Pie 


Sec 1 4 (HS 0 
Cela posé, les équations (5) deviendront 


nl a 


| [ Gaz 2p")de— f vaxPde == x | P”dz, 
0 0 0 


El (EP'+oaæP") de = + | P' dz. 
0 RE" 


Corollaire I. — Si la valeur extrême de x est telle que xP' et xP” 
s'évanogissent, quel que soit z, les équations (23) se réduiront à 


{ æ r 
|. pazp—sP")de= f 2axP dx, 
0 0 


F4 


\ 
| (zP'+ 2axP") dx —o. 


0 


(23) 


Dans un grand nombre de cas, P’ et P” s’'évanouiront par la supposi- 
tion æ—+. Alors, si l'on désigne f(x) par p, on aura 


[ vaxPde= vaæflast)de = | p dx. 
et 0 0 0 
Cela posé, si, dans les équations (24), on fait z — b, et que l’on rem- 


place [ap dx par fr dx, on obtiendra le théorème suivant. 


Tuéorime V. — Soit f(x) — p une fonction de x telle, que, si l’on fait 
f(ax?Æzz V—1)=P'EP"\=1, 


P' et P' conservent une valeur déterminée pour toutes les valeurs de x et 
de z comprises entre les limites x —0, «=, 5 —0,3— b; et qu'en 
outre xP' et xP” s’évanouissent, 1° pour &æ = 0, 2° pour «= ©, quelle 


que soit d’ailleurs la valeur de z. Si l’on suppose, dans P' et dans P”, 
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z — b, on aura 
L [ GazP—6P")de = | p dx, 
4 è à 0 LA] 


(25) £ 
| Î (bP'+2axP") dx — 0. 
? . 
Exemple. — Soit f(x) — e *; on aura 
fax? +bzx V—1)= et r+8r (cos2abxt  sin2abxt); 
el par suite 


P'—e art+br cos2abxt, P'—— e-a xt + sinaabxt. 
L 


_ L 
di e* dx = £n°. 
0 


Cela posé, les équations (25) deviendront 


On a d’ailleurs 


DE | Î er r+br{oax cos2abx3 + b sin2abx3) dx —{r*, 
- 0 
À (a) 


LEA 
J et + (h cos2ab x — 2ax sin2abx) dx — 0, 
\ vo 





a* étant > o. 
Il suit de ces dernières équations qu'on peut exprimer les deux inté- 
grales définies 


4 . ex +b x cos2abx3x dx, 


œ - 
si er rire sin2abzxs x dx, 
0 





EE au moyen des deux suivantes : 
LES 

J ea xt + ba cos2abzxt dx, 
0 


œ 
Î erar'+bt sin2 abxs dr. 
0 
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Scolie. — On voit par les applications précédentes l'usage que l’on 
peut faire des équations trouvées dans le $ I, lorsque les fonctions 
de x et de z, désignées par $S, T, U, V, conservent toujours entre les 
limites de l'intégration une valeur déterminée. Nous examinerons 
bientôt les modifications que l'hypothèse contraire peut apporter aux 
divers théorèmes énoncés ci-dessus. Mais, avant d’aller plus loin, il ne 
sera pas inutile de faire voir comment, dans certains cas particuliers, 
chacune des équations (2) peut elle-même se décomposer en deux nou- 
velles équations de même forme. Tel est l’objet du paragraphe suivant. 


Vi 


DE LA SÉPARATION DES EXPONENTIELLES. 


Soient g et r deux fonctions de x, et faisons 
P—=q Cosr. 


Soient, de plus, M et N deux fonctions données de æ et de z, et suppo- 


sons que la substitution de M Æ N ÿ— 1 au lieu de x change 


p en P'ÆP" y 5, 
g en Q'+HQ"y—:, 
r en R'HR’V—:1, 


on aura 


PH P'ÿ—1= (QE Q"V— 1) cos(R ER Y n); 
et, par suite, on aura 


2P'— eX"{Q" cosR’ + Q” sinR’) + e-*{Q" cosR’ — Q’sinR'}, 
[2P/— ei" {Q" cosR' — Q' sinR’) + e-"{Q" cosR’ + Q’ sinR'). 


Si l’on conserve d’ailleurs à S, T, U, V les mêmes significations que 
dans le SI, l'équation (2) sera toujours satisfaite. D'ailleurs, si dans 
S, T, U, V on substitue pour P’ et P’leurs valeurs tirées des équa- 
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1 tions (26), on trouvera 

Ë 

" S— {Sel + IS et", U— AU, el + Use", 

À (2 

3 Te Tiel + ETieR, Vi Vie +iVie-h, 

* Si, Ti, U,, V, étant déterminées par les équations 

| ! , 72 / oM 7 ' "22 / ON 
S, —(Q" cosR’+ Q” sinR ÉrLar (Q” cosR'— Q’ sinR’) Fr 
; h À 
Ti (Q cosR'+ Q” sinR’) Er + (Q” cos R' — € sin R’} es 
; (28) 

È - ! / 0M 2 ! dut / ON 
L = (Q' cosR'+ Q sinR)—=— (Q” cosR'— Q' sinR’) =? 





E Vi= (Q" cosR'— Q” sinR') ? + (Q" cosR' + Q sinR’) %E, 
etS,, T,, U,, V, par les équations 

! ! " 4 / 0oM " ! ! H ! ON 
S2 = (Q' cosR'— Q” sinR') CERN (Q” cosR'+ Q' sinR’) SL 


T2 (Q'" cosR'— Q"sinR') À + (Q” cosR'+ Q sin’), 











(29) 
| U:= (Q' cosR'— Q” sin ME (Q” cosR' + Q sin") À, 
Va= (Q' cosR'— Q” sin’) ee + (Q” cosR'+ Q' sinR') Ge 


Les valeurs de S, T, U, V déterminées par les équations (27) doivent 
satisfaire aux équations (2), quelles que soient d’ailleurs les valeurs 
de æ et de 3; mais, comme chacune des quantités S, T, U, V est com- 
posée de deux parties, dont la première seule renferme l'exponen- 
tielle e*, 11 faudra nécessairement, pour que chacune des équations (2) 


e A ® e $ .« » os 2 e LI 
puisse être satisfaite, que la première partie de — détruise la première 


partie de a et que la première partie de — om z détruise la première 


partie de ss De même les secondes parties de — e — et SES 


0x dz 0x” 


46. 
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c'est-à-dire, les parties qui renferment l’exponentielle e *, devront se 
détruire mutuellement dans les équations (2). On aura done 


[ d(Sre")-+ (Dre) 














| 03 AE 0x 
(30) « 

| O(Tret).: d(Vreh}: 

\ Mt re 
et 

GUN a DPI 2 ot 
| 03 HS 0x ° 
(31) ( 

| LÉË ET Stadt DNS O(Vee*) 

\ 07 ns 0x 


On voit ici comment la séparation des exponentielles e*, e*, sert à 
diviser chacune des équations (2) en deux autres équations de même 
forme. On peut d’ailleurs vérifier directement par la seule différentia- 
tion chacune des équations (30) et (31). On serait encore arrivé à ces 


mêmes équations, si, au lieu de supposer d’abord 


P—q cosr, 
on eüt supposé 
p—=g sinr. 

On peut déduire facilement les équations (31) des équations (30), en 
changeant à la fois les signes de R’ et de R”. Il est évident a priori que 
ce changement est permis; car il revient à changer simplement le signe 
de la fonction r. Enfin, pour déduire les équations (30) et (31) des 
équations (2), il suflit de supprimer successivement, dans les valeurs 
de P'et de P”, les parties qui renferment l’exponentielle e*, et celles 
qui renferment l'exponentielle e“. 

La méthode par laquelle nous avons obtenu les équations (30) et(31) 
pourrait encore servir, dans plusieurs cas, à partager chacune de 
celles-ci en deux autres de même forme. C’est ce qui arriverait, par 
exemple, si l'on supposait g — Æcos/, # et étant deux nouvelles fonc- 
tions de x. Mais nous ne nous arrêterons pas plus longtemps sur la 
méthode dont il s’agit, et nous nous bornerons à déduire des équations 
déjà trouvées quelques conséquences dignes de remarque. 











SUR LES INTÉGRALES DÉFINIES. 365 


Supposons qu'après avoir multiplié les deux membres de chacune 
des équations (31) par dx dz, on se propose de les intégrer, par rapport 
à æ et à =, entre les limites o et x, o et x de ces deux variables. Dési- 


gnons par 


s2 et {2 ce que deviennent S2 et FT; quand z — 0, 
et par 
ua tv» ce que deviennent U2 et V2 quand x —o, 


ES SE de dé de dipitt ten ns dde d'ofe cond 


had 


enfin par 


r'Hr"ÿ—1 et rHrV—1 ce que devient Rey 1 


il Me ide 1 


quand x—o, ou quand z—o. 
Si, entre les limites de l'intégration, les quatre quantités 
e) 
Set, Te", Use", Vie 


: conservent toujours une valeur déterminée, on aura généralement 


| he Ss e À ES sse xd = e U: e° dz - fueras tt}, 
jé 0 
re Tre® dx - fe He ars A Vie” ds | Vs e-T” dz. 
"0 


En partant des équations (30), on arriverait encore à des équations 
%» 


(:) Les équations (32) peuvent être remplacées par la seule formule 


[ (S: + T V—1)eR"dx -f (se +tay—i)e "dr 
0 0 
=f (Ui+ Va)” dz — f rs+ my )e raz. 


“0 «0 
\ 





(0) 


Cette formule, dans laquelle on à 


SG + T1 = (Q'+ Q' 3) +R V1): 





2(M+Ny—:) 


dx 





Ua Va = (Q + QT) ne Tv OUEN vu 


se déduira immédiatement de l'équation (A), si l'on substitue à à fonction f(x) 


] 


p: non 
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‘ semblables aux précédentes, mais que l’on peut déduire immédiate- 
ment de celles-ci, en changeant simplement les signes des quantités r, 
rs R'et RT: 


Corollaire 1. —- Pour appliquer les équations (32), 1l est nécessaire 


pas le produit 4 cosr, mais le suivant, 


gerv-i. 


En posant M = x, N = z, on tirera de l'équation (0) 


v0 


(P) val [oo venu 
0 
= [la der 
0 


FE Q'+ QT) ete = [| ge VA dr 


puis, en admettant que e—K" s’évanouisse pour z = æ , on trouvera e 





: Ado | Ÿ s M]: (RER VT) VS 3 
Fi pe et PAPE PA de 
(Q) : | 
| — f (g'+ g" Viet |. 
0 


En remplaçant e” Ÿ-1 par e-” Vi, et supposant que «À s'évanouit pour z — æ , on trouvera, 
au lieu de la formule (Q), ‘ 


| jee =] TRACE EEE 
0 EE 0 


(R) 
l = f° (g' + qe PRPNANA as]. 
0 


Les formules (P), (Q), (R) peuvent être substituges aux formules (33), (34) et (35). 

On voit, par ce qui précède, que les formules déduites de la séparation des exponen- 
tielles sont précisément celles que l’on obtient, géné on remplace la fonction réelle 
f(x) = p par la fonction imaginaire 


ge VTT = q cosr + ÿ—1q sinr. 


De plus, il est évident que, les fonctions g et r étant l’une et l’autre entièrement arbitraires, 
on pourra en dire autant des fonctions 4 cosr et q sinr. 





PR APN ET BTS 


À 


i £a # Éd Xe 
À Se ent St FAR HSE D cn à 


DR NT LR 


re 


Der: 
? 
% 

3 
1% 
p 
À 











bébés À hélas de déroute ane TE à 


Lane np “dr. ali 


ovine aide MS ln nf dé REV 
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de donner à M et à N des valeurs déterminées. Parmi les diverses hypo- 
thèses que l’on peut faire à cet égard, la plus simple est celle que nous 
avons admise dans le $ IE, et dans laquelle ù 


On a, dans ce cas, 








D NS 6 2. 
DUR Au nd. (on 


et, par suite, les équations (29) se réduisent à 
S2— V2 = Q' cosR’— Q”sinR', T2: —— U: — Q” cosR'+ Q' sinR’. 


Soit de plus 
q={{x), r=F(x), 


f(4 V—:1)— (6j Vel, F(+ z ÿ—1)= Er dt, 


on aura 
S2—q COSF, U2—q'" COS — q" sinr’, 


l2—Qq Sinr, V2 —q" cosr' + g' sinr. 


Cela posé, les équations (32) deviendront 


| (Q' cosR' — Q” sinR')e-#de— | q cosr dx à 
, 0 
= — [ (Q" cosR' + Q' sinR')e-K%" dz + f (g” cosr'+ qg'sinr'\e-""dz, 
+0 0 si 
(33) 


[ (Q” cosR” + Q' snR')et dr [| q Sinr dx 
0 0 


3 


| = f (Q' cosR' — Q” sinR’}e*"dz — [ (g' cosr'— qg"sinr'}e-"" dz. 


\ 0 0 


Les mêmes équations subsisteront encore, si l’on es à la fois les 
signes des cinq quantités r, r', r”, R', KR”. 
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Dans un grand nombre de cas, si l’on suppose 3 — + , l’une des deux 
quantités e", er", s’évanouira. Supposons, par exemple, que ce soit 


e%, Dans cette hypothèse, les deux quantités 


(Q’ cosR' — Q"sinR'}e-"", 


(Q” cosR' + Q'sinR'}e", 


s'évanouiront en général, quelle que soit la valeur de x; et par suite 


les équations (33) se rédutront à 





Re 
[ q cosr dx 
ab 
. (Q” cosR’+ Q' sinR'}e-*dz (g” cosr' + q'sinr'}e""dz, 
0 0 
(34)! 
x 
f q Sinr dx * 
V0 
— (Q” sinR’— Q'cosR'}e* dz — f (g” sinr'— q'cosr')e-"” dz. 
0 0 


Si e" s'évanouissait pour des valeurs infinies de 3, il faudrait 
changer, dans les équations précédentes, les signes de r, r', r", R’, R”, 


et l’on aurait, par suite, 


| F q cosr dx 


v 


#2 f (Q"” cosR’— Q' sinR'}e“ dz — [L (g" cosr'— g' sinr')e”” dz, 
La! 


V0 
S}: 
TX 
[ q Sinr dx 
0 
œ 


PA (Q” cosR' + Q' cosR')e"" dz — [ (g” sinr' + g' cosr'}er” dz. 


© 0 “0 


( 3 


Les équations (34) et (35) sont à la fois comprises dans les deux 


È 
| 








SUR LES INTÉGRALES DÉFINIES. 


formules suivantes : 


re x 
Î qg cosr dx 
A 


+ (Q" cosR'+ Q! sin R’}eFf" dz — 
0 “ 


F q Sinr dx 


Le 


A 


(36) 4 


wo 
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a a 
| (g” cosr'Æ q'sinr'}err” dz, 


é f% & 
si (Q” sinR'+ Q' cosR')er"" 47 — | (g" sinr Æg'sinr' }er” dz, 
0 


où l’on doit admettre le signe supérieur, lorsque e-* s’évanouit pour 


3 —+, et le signe inférieur dans le cas contraire. 


Si l’on suppose, dans les équations (36), g — 1, on aura Q'— gd “1, 


Q’= g’=— 0, et, par suite, 


1 C2 


Ed 2] 
cos r dx — + eF8" sinR’dz — er" sinr' dz 
1 ’ 
0 


LA Lu h _ 


TX 0 4 
| se sürdp—=+ [ eFK" cos R' dz + [ er!” cosr'dz, 
\ vo 0 


vo 


le choix des signes devant toujours être fait de la même manivre. 


Les conditions nécessaires pour que les équations (36) et (33} 
puissent avoir lieu sont évidemment remplies toutes les fois que getr: 
sont des fonctions rationnelles et entières de æ. Mais il est facile de 
s'assurer que les mêmes équations subsistent encore dans plusieurs 
autres hypothèses. Nous allons maintenant appliquer ces formules gé- 


nérales à quelques exemples. 


Exemple I. — Soit r — Fix) = x?, on aura 


” 


Cela posé, si la seconde limite de x est positive, 


ekR" —— e?2t2z 
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deviendra nul pour z — æ, et, par suite, on devra, dans les équa- 
tions (37), choisir le signe supérieur. De plus, les intégrales 


Le] pe) 
— [ er” sinrdz, + 1: er” cosr' dz 
à 0 


A 


se réduiront, dans le cas présent, à 


à n 1 œ æ 1 
4 1 EE * . I CNY d 
di sin 2? dz = - ii z * sinz dz, il cos 32 dz = — Fr 2 4 c082 03, 
0 0 0 0 


Cela posé, les équations (37) deviendront 


0 


T gi 4 æ 
. HAN 3 "# = f e-2x3 cos(x? — 32) dz. 
0 0 


7 ee æ 
| cosx? dx — 2 °T° + f e-2*z sin(x?— 2?) dz, 
: 0 


En développant les seconds membres de ces équations, et changeant x 
en æ&°, On aura 


[ 


b 4 
| —+ 
. æ * cosx dx 
0 


2 ? La œ À 
— 2 °° +2 sinx | er22°z cos 2? dz — 2 cosæ | e-?t°z sin z? 43, 
: V0 0 
O4 
HQE 
| d æ * sinx dx 
0 
er. or | do L C2 ñ 
FL. op nv a sit | e-22##z sinz? ds — 2 cosx | e-2#* cosz? dz. 
\ vo 0 


Exemple IH. — Soit r—F(æ)—=ax, on aura R'=—ax, R'— az, 
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r=o,r"= az, et, par suite, les équations (34) deviendront 


de q cosax dx 


= cosax f_ Q'e-az dz + sinaz | Q'e-ezdz “a [a g'e-«zdz, 
0 


V0 
Fe q Sinax dx 


= = sax f. Q'e- “ds —cosaz [| Q'e-«z dz + de g'e”«zdz. 
0 


ci} 
x 


Supposons maintenant a —1, g=—/f(x)—x", n étant un nombre 
réel pris à volonté; on aura 


Q'HQÿ—i=(rtsÿ—:)"; 


et si l’on désigne par arc lang = £ le plus petit des arcs qui ont pour tan- 


gente =, on trouvera 
X 


n 


ë 
+ = z ee ; 3 
Q'= (zx? +22} cos (r arc rang ©) » Q"—(x2+ 35} sin (a arc tang =) ; 


nt “AK 
(tn 2 COS 4 MH BR sin 
| q s4 : 


(in est nécessaire de choisir le plus petit des ares qui ont pour tan- 


Z 4 de x n 4 
gente —; afin que la valeur de Q se réduise à x”, et celle de Q" à zéro, 


quand — 0.) 


Cela posé, les équations (38) deviendront 


y 


x 
[ x cos x dx 


we 


. ; K 5 UN É- 
= cosx | Q'e-:dz + sinx Î Q'e-:dz — sin — É ze =dz, 
2. 
0 vo 0 


Tr 
£ x" sin x dx 
0 


L-] 12 
4 * nT 
| "sin 3 à Q'e-:dz — cosx / Q'e-=dz + cos — zte-zdz. 
2 
[0 v0 
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Si l’on développe en séries les valeurs de Q' et de Q”, on aura 





Q' = x — ART as à 
1.2 
Q'=nen-ts — MORE 2) qn-ss0 +, . 
rra253 


On à d’ailleurs 
1 ste 143 —1,2,3.,.8. 
0 


Par suite, on aura 
F Q'e-zd3—x"—n(n—1)2xr 2+..., 
0 : 


[ Q'e-zdz=nat-1— nÎn—r)(n—3)xt3+.... 


V0 
Si n est entier, ces deux dernières séries seront composées d'un 
nombre fini de termes, et les équations (p) donneront les formules 


connues 
| ; ancosx dx — [x—n(n—i)ar-2+...]sinx 
0 
[nat-t-n(n—i1)(n—02)æt-t+...]cosx —1.2.3...n sin _ 
CR 
Ê zu sinxdx—>[xt—n(in—i1)ær-?+...]cosx 
L] 
| +[nzr-t—n(n— 1j(R—a)æt-s +...) sinæ+ 2.3... cos —* 
Si, dans les équations {p), on suppose.» — — +}, on aura 


nr (° nr (°° “ 

F Î 

— Sin —— | zhe-td3 — COS — À z'e-zdz — — 
CR Fe Le À V2 


et, par suite, 


SCORE à ES = æ 

| | æ ? cosx dx = 2 ré + sinz f Q'e-<ds + cosx | Q'e : dz, 
0 V0 ; “0 
r 
0 


: 
d 


| ré 


(r) 


nl 


me € ÿ. À L 2 LE 
sin x dr —2 °7° + sinæ | Q'e-:dz — cosæ | Q'e =dz, 
0 0 
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Q'et Q"'étant déterminées par l'équation 


-! CAR 
(x) “=Q'+Q"V—:, 


d’où l’on conclut 





U ! 
Q'— HER ke Q"—— Va? + 3? 5e d : ; 
2(x? + 32) 2(x? + 72) 
Si l’on compare maintenant les équations (r) aux équations (a), on 
trouvera 
1 . 
"e[Vat+z+xf + ! 
J ir Le “ET e-?dz — à e-2x?z cos 2°? dz, 
* 2(2x2+ 22) | L 
(s) | 





! 

PE Sr CU RL 
f Væ mi Le e"tdz3=— 0 e-22"2 sin 22? dz. 
È 2(æ? + 21) À 


| En supposant, dans ces dernières équations, + — o, on trouvera 


| s : o æ " m': # 
1! cos 2? dz a sin 3? d3 = —-- Î 3 eds 
0 - 0 2 V2 0 V: 


2V2 


it 
nl 


ce qui s'accorde avec ce que l’on a déjà trouvé. 





| Exemple II. — Soit toujours r — F(x) -— ax, et faisons de plus 
| 

| A I 

À g=f(x)= ro 

on aura 

| po 1 émis 
Q ne Q” V— l'E L —— er, 
| 1+ x +8 (1+æ)2+ 32 
| et, par suite, 

: + z 

4 An nee Ce RE A Notes LI RU MIE 

- (+x)+ 31 Q (1+ x)? + 32° 

1 

3 PS er Du #: $ Si 

J 7 1+ 22° 7 1 + 23? 





; ich Li 
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Cela posé, les équations (38) deviendront 


Î ax 
COS ax 
RE mi 1 
0 
e 22 2 
Z é k 1+ x Z Ps 
: SÉ ——— e74%dz + sinax ——— e745z — COSAX HD 674543, 
PRE re (1+x)?+ 2? (1+x)?+ 2? 
0 0 
*" sinax 
- dx 
Let æ 
0 
c [2] œ 
E . Z + T de 
es A PE À ae dz— sinax — — eT"4:d3—cosax rs €7 45 2. 
J, +3 , Gare , arts 


Corollaire II. — On voit, par les exemples précédents, comment, au 
moyen des équations (36) et(37), on peut transformer des intégrales 


indéfinies de la forme 


X TX 
[ p cosr dx, f p Sinrdx, 
0 0 


en des intégrales définies qui renferment des exponentielles dont la 





valeur décroisse à mesure que la variable augmente. Ces dernières in- 
tégrales sont relatives à une nouvelle variable z, et doivent être prises 
entre les limites o et æ de cette variable. Elles renferment en outre 
la valeur extrême de x, qui doit y être considérée comme constante. 
Elles se calculent, en général, plus facilement que les intégrales in- 
définies qui leur correspondent, parce que les fonctions de z, placées 


sous le signe f deviennent insensibles pour de grandes valeurs de z. 


Il arrive souvent aussi que ces fonctions conservent le même signe 
entre les deux limites de l'intégrale, c’est-à-dire, pour toutes les va- 
leurs réelles et positives de z; ce qui permet d'obtenir facilement des 
limites entre lesquelles la valeur de l'intégrale se trouve comprise. 
C’est ce qui a lieu dans le troisième exemple, où les fonctions 


placées sous le signe À dans les intégrales relatives à z, satisfont évi- 


demment à la condition énoncée. La même condition se trouve encore 
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remplie dans l'exemple IT, lorsqu'on suppose + x 1. En effet, les 
intégrales relatives à 3 et comprises dans les seconds membres des 
équations (p), sont d 


| Q'e-dz, f Q'e-zdz, | ze dz, 
0 0 T0 
Q’ et Q” étant déterminées par les équations 


n n / \ 
Q'—(x?+ 22)" cos (e arc tang =) Q"—= (zx? + 32)" sin (r arc lang =) 
x 


\ 


+ : hat CHE CRE é z 
où l'arc arctang — est le plus petit de ceux qui ont pour tangente =; 
L À ZT 


T 


et par conséquent moindre que = Cela posé, si » est positif et 1, 
’ ke L 3 ’ ° +4 . 
l'arc désigné par x arctang — étant plus petit que =; son sinus et son 
0 æ » 


cosinus seront toujours positifs, et, par suite, il en sera de même des 


trois fonctions 
Q'e-z, Q'e-z, zre-z, 


Mais si, n étant négatif, on a — n <1, les deux fonctions Q'e =, 


" 


s'e *, seront positives, et la troisième, Q’e =, sera toujours négative. 
Les équations (36) et (35) et celles qui s'en déduisent peuvent 


servir principalement à déterminer les valeurs des intégrales indéfinies 


de la forme 
x x 
É p cosr dx, [ p Sinr dx, 
ns 0 


lorsque la valeur de æ devient très considérable. En effet, dans ces 
mêmes équations, les parties des intégrales relatives à z qui corres- 
pondent à de grandes valeurs de z, étant en général fort petites, si la 
valeur de x devient très considérable, on pourra, sans erreur sensible, 
négliger, avant l’intégration, z relativement à x. Cette circonstance 
permettra de simplifier les valeurs des intégrales définies relatives à z, 
et, par suite, d'obtenir les valeurs des intégrales indéfinies relatives 


à æ. C'est ce qu'on va montrer plus clairement par quelques exemples. 


Exemple I. — Si, dans les équations (p), on suppose la valeur de + 
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très considérable, et que l’on néglige les parties des intégrales du se- 
cond membre qui correspondent à de grandes valeurs de z, on aura à 
très peu près ; 

ZX 


FU CNE ER +: 14 à AT: #2 
(æ*-+ 234) = 2x", -arclang- ==:  sin(n arclang-— }—= —» 
PRE" ue 


3 
cos (a arc ang =)  É: 
æ 


0x, = nz xl i. 


œ /% A 
[ Fat | Rd FE 
0 0 


Cela posé, on trouvera 


LL: Le] 
Î Q'e: dz — xt, ik Q'e-’dz = nx"-t; 
0 0 


et les équations (p) deviendront 


On a d’ailleurs 


é n ; AE. 5 TT Mu : 
x" cosx dx = x" | — cosx + sin x}— sin er z"e-z dz +..., 
x 
0 0 


{ À ". 
æ À = nT - 
x" siñnx dx — xt | — sinx — cosx | + cos er ze: dz +..., 
æ 
0 0 


la limite supérieure æ étant supposée très considérable. 


(u) 


Si, dans les équations précédentes, on change 7 en — x, on trou- 
vera, sous les mêmes conditions, 


+ a 
HN n : 
k RTA.COSZ dE — Sin — zMe72 dz — x" | — cosx — sinæ) Mess 
0 2 6 x 
{251 ] 
(Ÿ) { * 
J 2 nt OS CL LUT 
x" sinx dr = COS — zre-zdz — x" Z Sinæ + COST} +.... 
à 
0 


9 


Enfin, si, dans ces dernières, on fait 7 — +, on aura 





PF + “3 À 1. /coBx ; 
x “ cosxæ dx = °r° — — sinx|+..., 
0 2% 


de 
Et ne = 4 ss /snx 
x *® sinxdx =2 °r — | — + cosx | +... 
à vx 24 








SUR LES INTÉGRALES DÉFINIES. 377 
Si, dans les équations (+), on supposait # — æ , on obtiendrait un cas 
particulier des formules (e) du $ HIT. 


Exemple II. — Si, dans les équations (+), on suppose la valeur de x 
très considérable, en négligeant z relativement à x, et s’arrétant aux 


1 I “ « “ 
termes de l’ordre 73° On aura à très peu près 








I I X 

\2 2 ) Per ) \» DE ) PE 
22 = } H 2 > 

POUR MM fit) <st 234.3 


(1+x 


et, par suite, 








Cela posé, les équations (4) deviendront 


"cosax 4% s sinax COSAar . 
Free dette + a ds 
PAL En 74 Su 7 7+ ax ax 
{ « 


(r) Les à à 
sinax I siINax  COSax 
dx er ru. Ru D sn 
0 











—+— 





ls. LOTS 


€ 29 + peus: 
1+x hrs ax* ax 





les intégrales définies relatives à x devant être prises depuis æ — o 
jusqu’à une valeur de x très considérable. 
Si, dans les équations (y), on suppose les intégrales relatives à x 


prises entre les limites &æ — 0, æ — +, on aura simplement 


"* cosax Re “ sinax ne. F 
(z) "sd - 6742 dz, [ du - e742 dz. 
“ t+x o 172 J  1+x FFF 


0 
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SECONDE PARTIE. 


SUR LES DIFFICULTÉS QUE PEUT OFFRIR L'INTÉGRATION 
DES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES. 


E 


DES INTÉGRALES DOUBLES QUI SE PRÉSENTENT SOUS UNE FORME INDÉTERMINÉE. 


Les équations différentielles auxquelles nous avons été conduits 
dans les $$ TI et VI de la première Partie de ce Mémoire sont toufes 
de [a même forme; et, dans chacune d’elles, une fonction de x et de z, 
différentiée par rapport à z et divisée par dz, se trouve égalée à une 
autre fonction de æ et de z, différentiée par rapport à æ et divisée 
par dx. Ainsi, par exemple, si l’on désigne par f(x) une fonction 
donnée de +, par M et N deux fonctions déterminées de x et de z, 
et que l’on fasse 

FM NYSE EPL, 


M  ,ôN 0m _, AN 
jé “de RS D ee 0z 





LE 6 El, 


on aura, en vertu des équations (2) (1 Partie), 


0S 0 OÙ. 


(1) ee 

2 ds : 0e 

Si l’on multiplie les deux membres de l'équation précédente par dx dz, 
et qu'on les intègre ensuite, par rapport à æ et à z, entre les limites 


= O; L=4d,5=0,5—0,041 00e 
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Chacune des intégrales doubles que présente l'équation précédente est 
la somme des éléments qui correspondent aux diverses valeurs de x 
et de z comprises entre les limites de l'intégration. Si donc tous ces 
éléments, ou, ce qui revient au même, les deux fonctions identiques 


dS  dU 

02° 0x 
conservent toujours, entre ces deux limites, une valeur déterminée, il 
en sera de même des intégrales doubles 


a bë > a b 
[ : dx dz, k [ a dx dz. 
0 0 03. 0 0 0x 


Dans ce cas, on pourra effectuer immédiatement, sur Le premier membre 
de l'équation (2), l'intégration relative à z, et sur le second, l'intégra- 
tion relative à +, et l'on obtiendra, par ce moyen, une équation entre 
quatre intégrales définies. 
Soit 
s ce que devient S, quand z — 0, 


et 
u ce que devient U, quand x — 0; 


S, s, U, w, auront une valeur déterminée; et l'équation dont il s’agit 


sera, en général, 


. «a nm «a à b 
(3) Î S dx — | sdr— [ U dz — [ u dz. 
0 La V0 


0 0 


C'est celle que nous avons déjà obtenue dans le $ I de la première 


Partie. 
Supposons maintenant que, pour certaines valeurs de x et de z com- 
. par re . è 0S AU 
prises entre les limites des intégrations, les deux fonctions ne 


deviennent indéterminées; et représentons par 
te VON Rs 


un des systèmes de valeurs dont il s’agit, en sorte que X soit compris 
48. 
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entre les limites o et «, et Z entre les limites o et à. Alors chacune des 


b a 
f à l QU a 
: Jo 9% 


et, par suite, chacune des fonctions S et U, deviendra nécessairement 


intégrales 


et 


indéterminée, lorsqu’on y supposera æ — X, 5 — Z. Dans le même cas, 
les deux intégrales doubles 


a b «a vù 
à À à dz, Ÿ Chi dz, 
0 0 0x . BE | 3 


ont aussi une valeur indéterminée; en sorte que l'équation (2) semble 
devenir entièrement illusoire. Néanmoins, comme chaque élément de 


a nb è 
4 , os “ # ® LA 
l'intégrale Î ;L 5; dx ds correspond à des valeurs déterminées de x 
0e 7 
et de z, et obtient lui-même une valeur déterminée, lorsqu'on y sub- 
stitue d’abord la valeur de +, en regardant z comme constante, et en- 


suite la valeur de 3, la somme des éléments, ou l’intégrale double que 


l’on considère, obtiendra aussi une valeur déterminée dans le cas dont 
a b 
CN ; é  Ate OU 
il s’agit. On doit en dire autant de l'intégrale double Ÿ | 7x dx ds. 
0:20 


Par suite, l'équation (2) cessera d’être indéterminée, si, dans chacun 
des éléments dont se composent les intégrales doubles qui forment les 
deux membres de cette équation, on suppose les valeurs de + substi- 
tuées avant celles de 3. Si, dans cette hypothèse, on effectue sur le 
second membre de l'équation (2) l'intégration relative à x, on aura, 
tout comme à l'ordinaire, 
a 
f dr =U— u; 


«0 


b & 317 b b 
[ [ Ddsde= | Uds— f u dz. 
0 “0 0x, 9 et 


De même, si, dans tous les éléments de l'intégrale 


a à 
0S 
J Da LE dz, 


"4 


et, par suite, 


nl El 
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on voulait substituer les valeurs de z avant celles de x, on aurait encore 


"E FE dx dz — [sde f s dx. 


Mais comme, par hypothèse, on doit substituer les valeurs de x avant 
celles de z, la dernière équation ne sera plus vraie; et, pour la cor- 
riger, 1] sera nécessaire d’augmenter le second membre d'une certaine 
quantité. Soit À la quantité dont il s’agit; on aura, en supposant les 
valeurs de x substituées avant celles de z, . 


fe f- dede | S dr — | s dx + A. 
0 rs 


0 


On a déjà trouvé, dans la même hypothèse, 


T b b 
['FUaaf Uds— | ds. 
0 0 #0 


0 


Par suite, l'équation (2) deviendra 


a 24 v=: b 
(4) [ S dx = | s dx + À oi U 4z = f u dz. 
0 0 0 0 


Nous indiquerons, dans le paragraphe suivant, le moyen d'obtenir la 
quantité A, c’est-à-dire l'accroissement que reçoit l'intégrale double 
a pb 

f À dx dz, 

ee 0 0 
lorsqu'au lieu de substituer, dans chaque élément, les valeurs de 
avant celles de +, on y substitue les valeurs de æ avant celles de z. 
Cette quantité représente, comme on le voit, la correction qu'il faut 
apporter au premier membre de l'équation (3), lorsque les fonctions 
S et U prennent une forme indéterminée pour certaines valeurs de x et 
de : comprises entre les limites de l'intégration. Nous allons mainte- 
nant faire voir comment on peut déterminer pour x et 3 les différents 
systèmes de valeurs qui jouissent de cette singulière propriété. 
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0x” 0x’ 02 ? 


ON : Dour ee ai , “4 
—— ne puissent devenir indéterminées ni infinies entre les limites des 


OZ 





Supposons, pour plus de simplicité, que les valeurs de 


intégrations; alors les deux quantités S et U, déterminées par les deux 


équations | 
0oM ON oM ON 


De PTT D do 





ne pourront se présenter sous la forme ?, à moins que P' et P’ ne 
soient des fractions qui aient zéro pour dénominateur. Il ne reste plus 
qu'a déterminer les conditions nécessaires pour que cette circonstance 
ait lieu. 
Les valeurs de P'et de P” sont déterminées, comme l’on sait, par 
l'équation 
FMENV—i)=P EP" ÿ—:, 


fx) étant une fonction déterminée de æ. Concevons maintenant que la 
fonction /(æ) soit une fraction qui ait f(x) pour numérateur et F{x) 
pour dénominateur, en sorte qu’on ait 


$(x) 


FAIRE 


f(x) et F(x) étant deux nouvelles fonctions de +. Faisons, de plus, 


on aura 


PE?’ Vu = = 








dE x: (0 EPIER EYES 
Æ R'Y R': + R’: 4 


et, par suite, 


aa Q'R' + Q° R’ 


P’ Q" Lit CNE Q’ R’ 
DE VS 


RER 








, P’ — 


Ainsi les fractions qui représentent P’ et P” ne peuvent avoir zéro 





’ 
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pour dénominateur, à moins que R’ et R’ ne soient séparément nulles: 
et, dans ce cas, les valeurs de P’ et de P’ sont toujours indéterminées, 
jamais infinies ; car le numérateur des fractions que l’on considère s’éva- 
nouit alors aussi bien que leur dénominateur. Il suit encore de cette 
proposition qu'en général les valeurs de S et T peuvent devenir indé- 
terminées, mais non pas infinies; ce qui prévient quelques objections 
qu'on aurait pu faire contre la théorie précédente. 

Les systèmes de valeurs de x et de 3 qui rendent les quantités P’ et P” 
indéterminées sont, par ce qui précède, ceux qui satisfont à la fois aux 


deux équations 
R'—0, R’—0, 


et qui sont en même temps compris entre les limites des intégrations 

relatives à æ et à z. Soit x — X, 3 — Z, un quelconque de ces systèmes. 

On pourrait, à la rigueur, obtenir les diverses valeurs de X et de Z en 

éliminant 3 ou + entre les deux équations R'— 0, R’— 0, et résolvant 

par rapport à x ou à s l'équation résultant de cette élimination. Mais 

on peut y parvenir bien plus facilement de la manière suivante. 
L'équation R°? +R’? — 0 équivaut à celle-ci : 


F(M+NVY—:1)F(M—NY—:)— 0. 


Les valeurs réelles de æ et de z qui satisfont à cette dernière sont 
celles qui, substituées dans M et N, donnent à ces fonctions des valeurs 
telles, que les deux polynômes 


M+Nÿ—1, M—Ny—:, 
représentent un des couples de racines imaginaires de l'équation 


F(x)—0, 


ou celles qui, déterminant pour N une valeur nulle, rendent la fonc- 
tion M égale à l’une des racines réelles de la même équation 


‘ d) is 
Fiv)=e: 
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Si donc on représente par « + 6V—1 une quelconque des racines de 
cette dernière équation, 6 devant être nul lorsque la racine est réelle, 
il suffira, pour déterminer les diverses valeurs de X et de Z, de ré- 
soudre, par rapport à x et s, les équations de la forme 


(5) Ma, Ne, 


et de chercher, parmi les valeurs réelles des variables qui leur satisfont, 
celles qui sont en même temps comprises entre les limites des intégra- 
tions qu'il s’agit d'effectuer. Appliquons ces principes à quelques 


exemples. 


PREMIÈRE APPLICATION. — Soit, comme dans le $ II de la première 
’artie, M — x, N — 3, on aura simplement 


(6) à, A RON de € 
Il suffira donc alors de calculer les diverses valeurs de « et de 6. 
Exemple I. — Soit F(x) = 1 + x*. L'équation 
1+x?—0 


ayant deux racines imaginaires, savoir, + Ÿ—1 et —#—1, on ob- 
tiendra deux systèmes de valeurs de x et de 6, savoir : 


Exemple I. — Soit F(æ)—1+ 2x". L'équation 
I+ <= 
ayant quatre racines imaginaires, Savoir, 


ET Gi Tu. Ce ue DS "A7 ins Et He 
2 2 2 2 











? 
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on obtiendra quatre systèmes des valeurs de x et de 6, savoir : 


à L— + —=;: 
V2 

1 
€ — + =? 
V2 

1 
A = — —) 
V2 

I 
A—— ——=9 
2 





Exemple II. — Soit F(x) — 1 + æ*; les diverses racines de l’'équa- 
tion 
AS Si apth” 2 


étant représentées par la formule 


T ST +-X T 
cos(2k +1) + is sin(2k +1); 


où # désigne un nombre entier pris à volonté, les divers systèmes de 


valeurs de # et de 6 seront déterminés par les deux équations 


a cos(2k+1) À; 6—sin(2k +1) —. 


On choisira parmi ces systèmes ceux qui sont compris entre les limites 
des intégrations que l’on doit faire. 


Exemple IV. — Soit F(x)— x? — 1, on trouvera 


. 2kT 
, 6 — sin —— 9 
2n 


2kr 
x -< COS 
an 





k étant un nombre entier pris à volonté. 


Exemple V. — Soit F(x) — e* —1. Les diverses racines de l’'équa- 
tion e*— 1 —0o, où æ —/{1), se trouveront toutes comprises dans la 
OEuvres de C.—S.I, t.1. 49 
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formule 
x—2krV—:1, 


kÆ étant un nombre entier quelconque positif ou négatif. Par suite, les 
divers systèmes de valeurs de + et de 8 seront déterminés par des équa- 


tions de la forme 
a—0, 6— 2kT. 


+ 


Exemple VI. — Soit F(x) = e? +1, on trouvera 
Mn) = 2kR 1 


Æ étant un nombre entier quelconque positif ou négatif. 


Exemple VII. — Soit F(x) — a — cos2x, a étant une quantité posi- 
tive; et cherchons le système de valeurs de x et de 6 dans lequel la va- 
é ñ ox T 
leur de x se trouve comprise entre les limites o et =. 

Supposons d’abord a <1: les diverses racines de léquation 
cos2æ — a —o seront toutes réelles et comprises dans la formule 
æ— arecosa. Cela posé, si l’on désigne par arccosa le plus petit des 
ares qui ont a pour cosinus, le système cherché sera déterminé par les 


deux équations 
HRAUPO CO O0: 


Supposons en second lieu a > r, l'équation 
COS2X — A —0 
aura toutes ses racines imaginaires et comprises dans la formule 
é 


x = ka + Ha + Var —i), 


k étant un nombre entier quelconque positif ou négatif. Par suite, le 


système cherché sera déterminé par les deux équations 


Exemple VIII. — Soit F(æ) — a + cos2æ, a étant une quantité po- 
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sitive, et cherchons toujours le système de valeurs de x et de 6 pour 
lequel + se trouve compris entre les limites o et x. 
Si l’on suppose d’abord a 1, on trouvera 


a—3arccos(— a), 6—0, 


arc cos (— a) désignant le plus petit des ares qui ont — à pour cosinus. 
Si l’on suppose en second lieu «& >> 1, on trouvera 


a-#7, C— ta watt} 


SECONDE APPLICATION. — Soit, comme dans le $ III de la prémière 
Partie, M— ax, N —xz, et désignons toujours par +61 une 
quelconque des racines de l'équation F(x) — 0, 6 devant être nul 
lorsque la racine est réelle; les équations (5) deviendront ax — », 


æz — 6, et l’on en conclura 


ct aë 


(7) LE g? ri 


Remarque. — Dans le cas que l’on considère, on a 


A er 


CENTS ee 


S—aPp'— 23P"; 


et, par suite, S peut devenir indéterminée, non seulement quand P' et 
P" le deviennent, mais encore lorsqu'on à en même temps :—+, 
P'— o. Il peut done exister un ou plusieurs systèmes de valeurs de X 
et de Z dans lesquels on ait Z — « . Mais, si les intégrations relatives 
à = ne doivent pas s'étendre jusqu'à 3 — +, on devra rejeter ces der- 
niers systèmes, et conserver seulement ceux qui donnent à P’ et à P” 
une forme indéterminée. 


Exemple I. — Soit F(x)—1+42?, on trouvera deux systèmes de 
valeurs de X et de Z, savoir : 


PRE RU 
De 0, Z — ÿ» 


X — 0, ZL——+. 
49: 
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Exemple II. — Soit Fix) —1+x', on trouvera quatre systèmes 
compris dans les deux formules 





Exemple II. — Soit F(x)—1+2x°; si l'on désigne par # un 
nombre entier positif ou négatif, on aura 


cos(2k +1) 


LAS T 
À > Z—a tang(2k +1) —. 
a 2h 





Exemple IV.— Soit F(x)—e*— 1; si l’on désigne toujours par # un 
nombre entier quelconque, on aura 





Exemple V. — Soit F(x) —e* +1; si l’on désigne toujours par # un 
nombre entier quelconque, on aura encore 


Mn os (2k +i)r 
M en 


On pourrait multiplier à l'infini ces divers exemples; mais ceux 
qu'on vient de rapporter suffisent, comme on le verra bientôt, pour la 
détermination d’un grand nombre d’intégrales définies. 


IT. 


SUR LA DIFFÉRENCE DES VALEURS QUE REÇOIT UNE INTÉGRALE DOUBLE INDÉTERMINÉE 
RELATIVE AUX DEUX VARIABLES Æ ET Z, SUIVANT QU'ON Y SUBSTITUE, DANS TOUS 
LES ÉLÉMENTS A LA FOIS, LES VALEURS DE Æ AVANT CELLES DE Z, OU LES VA- 


LEURS DE 3 AVANT CELLES DE x. 


Dans toutes les intégrales doubles que nous avons considérées jus- 
qu'ici, on peut effectuer immédiatement l'intégration relative à l’une 


des variables. Telle est, par exemple, l’intégrale EC dz. Suppo- 
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sons, à l’ordinaire, que cette dernière intégrale doive être prise entre 
les limites æ — 0, x — a, z — 0, z — b. Si l’on substitue, dans tous 
les éléments à la fois, les valeurs de z avant celles de x, on aura, en 
désignant par s ce que devient S quand 3 — o, et supposant dans S, 


2 — b, 
a b A 4 
J [ Sara | sar— | s dx. 
0 0 03 0 0 


Mais, si l’on suppose les valeurs de æ substituées avant celles de z, 
l'équation précédente ne sera plus vraie ; et pour la corriger, il sera né- 
cessaire, ainsi qu'on l’a déjà remarqué, d'ajouter au second membre 
une certaine quantité À. On aura done, dans cette seconde hypothèse, 


à 49S a a 
(8) nf dde | Sde— | sdr+a. 
0 0 03 0 0 


I s’agit maintenant de trouver la valeur de A. I suffit, pour y parvenir, 
de résoudre le problème suivant. 


PROBLÈME I. — Soit K — o(x, =) une fonction de x et de z qui devienne 
indéterminée pour les valeurs x — X, z — Z, de ces deux variables. Con- 
cevons, de plus, que l'intégrale indéfinie 


0K 
# ee dx dz 


dowe être prise entre les limites x = «à, x = a", 3—b,z—b", «t que 
le système des valeurs x —X, 3 — Z, soit renfermé entre ces mêmes li- 
mites. On demande la valeur que reçoit l'intégrale dont il s'agit, lors- 
qu'on y substitue, dans tous les éléments à la fois, les valeurs de x avant 
celles de z. 


Solution. — Supposons qu’en ayant égard aux signes des quantités, 
c'est-à-dire, en considérant une quantité négative plus grande comme 
plus petite qu'une autre quantité négative moindre, on ait 


a < a”, o< b”. 


390 MÉMOIRE 


On aura, en général, 
| LR CE, PEL: 


Mais il pourra se faire aussi que X soit égal à l’une des limites a’, a”, 
et Z à l’une des limites D’, b”. Je commencerai par admettre cette der- 
nière hypothèse, qui se partage naturellement en quatre autres, sa- 


VOIr : 
LA) LENS 


ME GENE pu 
LP OTET 
à 


Re Z — hs 


et, pour plus de facilité, je supposerai d’abord que la fonction 
K —9(x,z) ne peut jamais devenir infinie entre les limites que l’on 
considère, ni même indéterminée, si ce n’est pour le système de va- 


leurs 


Cela posé, soit en premier lieu 
Rd Le: 


Pour obtenir la valeur de l'intégrale double fl dz entre les 
limites æ — a’, x — a", z— 0, z — b", il suffira évidemment de cher- 


cher la valeur de la même intégrale entre les limites 


» 


suivant que l’on fera évanouir € avant ou après l'intégration relative 
à æ, on obtiendra la valeur que reçoit l’intégrale double cherchée, 
lorsqu'on y substitue, dans tous les éléments à la fois, les valeurs de z 
avant celles de æ, ou celle que reçoit la même intégrale, lorsqu'on 
effectue les substitutions en sens contraire. Entrons, à ce sujet, dans 


* étant une quantité très petite, et de supposer ensuite € — o. Mais, 


quelques détails. 
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L'intégrale indéfinie Lu étant représentée par 
: 8 FF P P 
K = o(x, z) + const., 


la même intégrale, prise entre les limites 3 — b'+€, z — b”, sera 


b" 
j a = px, b")—o(x,b'+C). 

b'+K 07 
Si l’on multiplie cette dernière par dx, et qu’on intègre le résultat 


entre les limites æ — a’, æ — a”, on aura 


(9) J ele, 8) de — | o(x,b'+t)dr, 


a" b" 
ue oK s : 
our la valeur de l'intégrale —— dx dz. Si, dans l’expression 
P st 03 
a "+ 


précédente, on suppose, avant l'intégration relative à æ, { — o, cette 
expression deviendra 


(10) 1 ele, 0")de — | o(x,b')dx. 


C'est la valeur de l'intégrale double cherchée, lorsqu'on y substitue les 
valeurs de z avant celles de æ. Mais, si l’on veut obtenir la valeur de la 
même intégrale double dans le cas où l’on fait les substitutions en sens 
contraire, 1! faudra à l'expression (10) ajouter une certaine quantité A 
dont la valeur sera déterminée par l'équation 


D A [ Lted)—g(e,0 + El de, 


dans laquelle on ne doit supposer € — o qu'après avoir fait l’intégra- 
tion par rapport à æ. En admettant cette valeur de A, on aura, pour la 
valeur de l'intégrale double cherchée dans le cas où l’on substitue les 
valeurs de x avant celles de z, 


: 


IRCCLARTCUT ES 


d 
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Si l'on supposait K — o(x,z)—S, b'— 0, b"— b, en désignant pars 
ce que devient S quand 3 — o, et remplaçant z par b dans S, on trouve- 
rait que l'expression précédente se réduit à 


À sde f s dx + À. 


On était déjà parvenu à une semblable expression; mais la valeur de A 
était restée inconnue, et elle se trouve maintenant déterminée par le 
calcul qu’on vient de faire. 

La valeur de A, déterminée par l'équation (11), peut se mettre sous 
une forme plus simple. En effet, si l’on désigne par e une quantité très 
petite, on pourra décomposer l'intégrale 


: o(x,b'+C)dx, 


en deux intégrales de même forme, prises, l’une entre les limites 
æ=@a,x—«a+e, et l’autre entre les limites æ — @ + e, x — a”. Pour 
obtenir la première partie, il suffira évidemment de faire x — a+, 
et d'intégrer, par rapport à £, entre les limites Ë — o, € — e. Cette pre- 
mière partie sera donc égale à 


f'et+8, b'+t) dE. 


De plus, comme la fonction o(æ, b'+ €) conservera toujours une va- 
leur déterminée pour les diverses valeurs de æ comprises entre les 
limites &æ — a'+e, x — a”, l'intégrale 

a" 

. o(x,b'+C) dx 

a'+e 
aura toujours la même valeur, soit que l’on y suppose { — o avant 
ou après l'intégration. Par suite, la seconde partie de l'intégrale 


> 
f p(x, L'+T) dx, prise entre les limites x — a+, æ — a”, sera 
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+ o(x,b')dz; 


et comme on peut rendre e aussi petit que l’on voudra, on pourra, sans 


, « ,. , 
égale à l'intégrale 


a 
pa u : « vo A € ‘ 7: à C a / k, « 
erreur sensible, la supposer égale à l'intégrale 1: o(x, b')dx. Cela 
(74 


posé, on aura 


à oz, b+t)dr= | gla+Eb+t)d+ [ o(x, b') dx, 
Ÿ a! 0 ŸV a’ 


ou, ce qui revient au même, 


" 


‘: ete bde— [ ele d+t)de=— [ ele +8 b+) dE 
a . 0 


a 
On aura donc, par suite, 


a=- | p(a'+E,b'+E) dE, 


< étant très petit, et { devant être supposé nul après l'intégration. 
En résumant ce qu’on vient de dire, on obtiendra la proposition sui- 
vante. 
Soit | 


e 


[ok 
02 
les limites æ — a’, æ — a”, 3 — ', z — b", et dans laquelle la fonction 


dx dz une intégrale double qui doive être prise entre 


sous le signe J savoir, K —o(x,2), devienne indéterminée pour le 
système de valeurs des variables 
FREE" z—2—b". 


Si de l'hypothèse où l’on substitue, dans tous les éléments à la fois, 
les valeurs de z avant celles de x, on veut passer à celle où l’on fait 
les substitutions en sens contraire, la valeur de l'intégrale double se 
trouvera augmentée de la quantité | 


a=- | e(X+E,Z+E) dE, 
0 


‘ devant être supposé nul après l'intégration. 
Œuvres de C.—S.\, 1.1. 50 
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Nous avons supposé, dans ce qui précède, X — a’, Z — b'; mais on 
pourrait supposer à volonté 


ce qui fournit quatre hypothèses différentes. Par des raisonnements 
semblables à ceux que nous venons de faire, on trouvera les valeurs 
suivantes de À, correspondantes aux quatre hypothèses dont il s’agit : 


l'Pour X—&, Z—4..... A—— | o(X+E,Z+E) dE, 


0 
Pour XL, à Are o(X+E,Z—Ë) dé, 
12) { ? 
Pour XX =—a 5 LE Por A o(X—E,Z+t) É, 
0 
COLA SN Leds a X p(X—EË,Z—6) dé. 
\ v 0 


Les quatre valeurs précédentes de A sont exprimées chacune par une 
intégrale relative à la variable £, et prise entre des limites infiniment 
rapprochées de cette mème variable. Mais, comme on ne doit y sup- 
poser Ÿ— 0 qu'après l'intégration, ces intégrales peuvent n'être pas 
nulles. Je désignerai les intégrales de cette espèce sous le nom d’inte- 
grales singulières. Nous allons faire voir, par un exemple, comment on 
peut en déterminer la valeur. 


« 


Lie 5 ; 2 Fc 
Exemple. — Soit-K = o(x, 3) — 3% €t concevons que l'inté- 


oK 


doive être prise entre les limites 3 — 0, z—1,x—0, æ— 1. Si l'on 


grale 


suppose les valeurs de z substituées avant celles de x, on aura 


1 dE 1 mn 1 il ps 
:: ES as Es ‘e 4e dx dz — [ Due == 23 
00 1-+ x? s 02 1+ zx? 4 


0 vo 





Lt met mes 49 Éd 
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Mais, si l’on veut renverser l’ordre des substitutions, l'intégrale chan- 


à . Z P . ‘ F RASE 
gera de valeur; car la fonction 3 TOUR devient indéterminée, lorsqu'on 


suppose à la fois x — 0, 3 — 0. On a done, dans le cas présent, 


+ PT en NS EN AS 


Par suite, la quantité qu'il faut ajouter à la première valeur de linté- 
grale double pour obtenir la seconde sera 


es JE DE f | 7 
E2+ 2 


{ devant être supposé nul après l'intégration relative à £. On a d’ail- 
leurs, en général, 


Le R [= 
PE IC ——;; dé = arc tang ë > + COnst., 
E? F LR 


arc lang? désignant le plus petit des arcs qui ont Ë pour tangente. On 


aura done 
ne E d£ € 
nu = arc {lang =: 
J Er + 62 ES o& 


Si, dans cette dernière expression, on fait Ÿ — o, elle deviendra égale 


“ T 
à = On a donc 


et, par suite, 
1 1 
ie Mdr di =T + AT, 
o Jo 02 4 À 


lorsqu'on substitue les valeurs de æ avant celles de z. Ce dernier ré- 
sultat peut être aisément vérifié de la manière suivante. 
zZ 
K étant égal à =—_— OA — = —— 
+ 2? oz (æ2+ 32}? 
et, par suite, 
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On a d’ailleurs, en général, 


x? — 3° CA 
—— — dx Er GE ME Er —+- const. 
Æ (at) g'+ 2? 
l æ?— 3? | No 
rs TR 
SANTE AN) 1+2 


1 hiyK RE A k 
[ Î D de | ê  =— 7 
ed 0 IE 4 


comme ci-dessus. 


Donc 


et, par suite, 





La valeur de À resterait encore la même au signe près, st, la pre- 
mière limite de x étant négative, la seconde était égale à zéro, ou enfin 
si ces deux hypothèses avaient lieu toutes deux en même temps. 

Je passe maintenant à l'hypothèse générale dans laquelle, X étant 
compris entre les limites a’ et a”, sans être égal à aucune d’elles, Z est 
aussi compris entre les limites b’ et D”, sans égaler aucune de ces der- 


a" b" 
% ; AE . * oK 
nières. Dans ce cas, la valeur de l'intégrale double Î J Fr lx ds, 
a' b' 


lorsqu'on substitue, dans tous les éléments à la fois, les valeurs de z 
avant celles de x, est encore égale à 


" 


. ete, 0")de — [ o(x, b') dx. 


a’ a’ 


Mais, si l’on renverse l’ordre des substitutions, et que l’on suppose les 
valeurs de æ substituées avant celles de z, la valeur de l'intégrale 
double se trouvera augmentée d’une certaine quantité A que l’on dé- 
terminera comme il suit. | 
_Concevons que l’on partage l'intégrale donnée en quatre autres de 
même forme, prises, savoir, 
La première, entre les limites 


ss Pit Sie Er Vo ——s De 
KI RER, FR LIL NOR 


la deuxième, entre les limites 
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la troisième, entre les limites 
M RM) FES Fu) 


la quatrième, entre les limites 


Comme, dans chacune de ces intégrales, l’une des limites relatives à x 
est égale à X, et l’une des limites relatives à = égale à Z, on obtiendra 
facilement, par ce qui précède, les quatre valeurs de A correspon- 
dantes aux quatre intégrales dont il s’agit. Ces quatre valeurs seront 
précisément celles que nous avons réuntes sous le n° (r2). Leur somme 


20" ha 7 
oK ; 
J ls dx, prise 


sera la valeur de A correspondante à l'intégrale | A 


te b' 
entre les limites x — a’, x — a”, 3 — b', 3 — D". On aura donc 


a! 


| Pour a Las DEL)", 
(13) 


MCE RE ZEL} = Q(XHEZ HET 


| Exemple I. — Soit 





1+ x? — 7? 
K — ? (æ, z) es { > » » » » 7 
(1+22— 32} + 4x3 
et supposons que l'intégrale 
OK 
— dx dz 
"4 03 
doive être prise entre les limites x — — a, x —+a, z—0, z —b, 


b étant plus grand que l'unité. La fonction K se présentant sous une 
forme indéterminée lorsqu'on suppose æ — 0, 3 — 1, on aura, dans le 


cas présent, 
A0 LT 


et, par suite, 





sta E2— 26 — 62 
piX+EZ+E)— (E—o6 6} +4 +) 


Comme, dans la valeur de A, © doit être supposé nul après l’intégra- 
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tion relative à £, on peut, sans inconvénient, négliger, dans Le second 
membre de l'équation précédente, ©? relativement à ?, et Z relative- 








« « . 2 . , . « F2 D 2 5€ 
ment à l'unité : ce qui réduit ce second membre à ==, et 
FRS (Et — 286)? + 46 
A « £° Pre 2:06 . . « 
même à =" De plus, comme la variable Ë doit rester très 
nel. 1 


petite dans toute l'étendue de l'intégration, on pourra négliger encore 
£' relativement à £?, et supposer, par suite, 


On ne peut plus rien négliger dans le second membre de cette 


; : ; à RAT ; 
équation, n1 mettre la fraction (EE Sous une forme plus simple. 
GS” so 


En ellet, quoique chacune des quantités £, {, conserve toujours une 
tres petite valeur, cependant le rapport de ces deux quantités varie 
depuis zéro jusqu’à l'infini; car, les intégrales relatives à £ devant être 
prises entre les limites À — 0, € —e, et Z ne devant être supposé nul 
qu'après l'intégration, on aura, à la première limite, 


= O, 


SX} © 


et, à la seconde limite, 


Si, dans l'équation trouvée plus haut, on donne successivement à £ 
et à © les signes + et —, on aura 


£2— 2Ë 
KHÉ SEE SRE 
a eo 

en E2+9oû 

D. En nt PNA À - , 
: ere) 


Cela posé, l'équation (13) donnera la valeur suivante de A : 


€ ! 
20 

D. Da 

Er + C2 


HS 


0 


Fr 1 À 





joue pot to et 2 ei it 
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à ts oK $ HE 
Exemple 11. — Supposons que l'intégrale à , dx ds doive êtr 


prise entre les limites æx——a, æ—a, 3 —0, 5 —b, b étant un 
nombre positif plus grand que l'unité, et faisons 





Ÿ(x, 3) étant une fonction de x et de 3 qui ne puisse devenir indéter- 
minée entre les limites dont il s’agit. 
On aura, comme dans l'exemple précédent, 


Rido;: Lis 
et, par suite, si l’on néglige les quantités £, Ÿ, vis-à-vis d'autres quan- 


tités finies, et les puissances supérieures de chacune d'elles vis-à-vis 
des puissances inférieures, on trouvera 





d’où l’on conclura 


On voit, par cet exemple, qu'il est souvent possible d'obtenir la va- 
leur de À en termes finis, quoique, dans les intégrales doubles que 
l’on considère, on ne puisse effectuer les intégrations relatives aux 
deux variables. Les paragraphes suivants fourniront de nouvelles 
preuves de cette assertion. 

Des quatre parties qui composent la valeur générale de A donnée 
ci-dessus (13), 


La première disparaît quand on a..... AN où 2-04: 
La deuxième, quand on a......... Set 0-2 D": 
La troisième, quand on a............ AE ME —-0 ; 
La quatrième, quand on a............ At où Zu". 


Par suite, si, l’une des quantités X et Z étant comprise entre les 
limites de l'intégration, l’autre égale une de ces limites, la valeur de A 
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se trouvera réduite à deux termes. On trouvera de cette manière, 
Pour-X = 4,50 Be 
at 


GES E(X+E Z—E)—o[X+E,Z +E)] dé; 


Pour X— a", b<Z< b", 


> 

Î 
“sa 

G 


(X—E ZE) —o(X 6,2 +€)] dé; 


D 
et 

+ 

us 
D. 


\ Pour a’ <<X <a’, :Z=#6, 
AJ [-o(X—E 246) (x +240) dE: 
0 


Pour S'E ReC AE LE 





AT o(X—62-—06)+e(X 48,2 — 6) dE 


ny - du a 2 A A à 
Exemple. — Supposons que l'intégrale 


À À dx dz 


doive être prise entre les limites x —0o, æ—=a, 3 =0, z—b,aet b 
étant deux nombres positifs dont le second surpasse l'unité; soit, de 
plus, 


1+ x?— 7? 


{ z 
(Let 22)}2+ 4x?2? gx, 3); 


‘pix, 2) =K— 





d(x, 3) étant une fonction qui ne devienne pas indéterminée entre les 
limites dont il s’agit. On aura 


et, par suite, la première des équations (14) donnera 
A—-v(o,:). 


Les formules (12), (13) et (14) font connaître, dans tous les cas pos- 


SUR LES INTÉGRALES DÉFINIES. #01 


sibles, la valeur de A relative au système des valeurs 
Nr acte: 


pour lequel la fonction K se présente sous une forme indéterminée. S'il 


existait plusieurs Lapins PRES compris entre les limites de 
l'intégrale double ne Je dx dz, il faudrait déterminer, pour chacun 


d'eux séparément, H valeur de À au moyen des formules précédentes: 
et la somme des valeurs obtenues serait la valeur complète de A rela- 
tive à l’intégrale double que l’on considère. Quant aux systèmes de 
valeurs qui pourraient rendre la fonction K infinie, nous ne nous en 
occuperons pas, parce que cette circonstance ne se présente pas d’ordi- 
naire dans la théorie des intégrales doubles que nous avons à consi- 
dérer. 

I suit des principes établis ci-dessus que la valeur de l'intégrale 


fo fe K dr ds, 
4. 70" 


dans le cas où l’on y substitue, dans tous les éléments à la fois, la valeur 


double définie 


de æ avant celle de 3, est composée de deux parties. La première partie 
est la valeur que reçoit cette intégrale lorsqu'on y substitue immédia- 
tement les valeurs de z après la première intégration relative à z. La 
seconde partie, que nous avons désignée par A, est la somme de plu- 
sieurs intégrales singulières. La première partie peut être obtenue en 
termes finis, toutes les fois qu'après avoir effectué la première intégra- 
tion relativement à z, on peut encore effectuer la seconde relativement 
à æ; et les difficultés que cette détermination présente sont unique- 
ment celles que peut offrir la conversion des intégrales indéfinies en 
intégrales définies. Nous ferons voir, dans le paragraphe suivant, que 
ces difficultés peuvent toujours être facilement surmontées. Quant à la 
valeur de À, nous avons déjà prouvé, par des exemples, qu'on pouvait 
quelquefois l'obtenir en termes finis, quoique les intégrations doubles 
ne pussent être complètement effectuées par rapport aux deux variables 
Œuvres de C.— S.1, t. 1. 51 
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æ et z. Nous ferons voir, dans le $ IV, que cette circonstance remar- 
quable à toujours lieu relativement aux intégrales doubles que nous 
avons considérées dans la première Partie de ce Mémoire. 


IT. 


SUR LA CONVERSION DES INTÉGRALES INDÉFINIES EN INTÉGRALES DÉFINIES ("). 


L'opération que l’on considère ici est l’objet du problème suivant. 
PROBLÈME IT. — La valeur générale de l'intégrale indéfinie 


fred 


etant représentée par la fonction de z 
pts) 


augmentée d'une constante arbitraire, trouver la valeur de l'intégrale 
b" 


définie 1 o'(z) dz. 
” 


Solution. — Si la fonction o(z) croit ou décroit d’une manière con- 
tinue entre les limites 3 — b', 3 — db”, la valeur de l'intégrale sera re- 


(1) La valeur que l’on détermine pour l'intégrale 


b" 
[vide 
d' 


en suivant la méthode indiquée dans ce paragraphe, n’est pas la valeur générale de cette 
même intégrale, maïs celle que j'ai nommée valeur principale (voir le Résumé des Leçons 
données à l’École royale polytechnique, sur le Calcul infinitésimal}. On pourrait, au reste, 
en raisonnant comme on le fait ici, obtenir la valeur générale, qui serait toujours représentée 
par une expression de la forme 


p(0") — p(b') — A — A'— A... 
Seulement, au lieu de supposer À = #{(Z + €) — #(Z —K&), il faudrait prendre 


A=(Z+£") —yp(Z —£), 
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présentée, à l'ordinaire, par 


p(8")— g(b"). 


Mais, si, pour une certaine valeur de x représentée par Z et comprise 
entre les limites de l'intégration, la fonction o(z) passe subitement 
d’une valeur déterminée à une autre valeur sensiblement différente de 
la première, en sorte qu’en désignant par Ÿ une quantité très petite, 
on ait 

p(Z+E)— p(Z—E)=A, 
alors la valeur ordinaire de l'intégrale définie, savoir, 

RES ME) 

devra être diminuée de la quantité A, comme on peut aisément s’en 
assurer. 


En effet, dans le cas dont il s’agit, on peut diviser l'intégrale définie 


" 


['e'(s)ds, prise entre les limites 3 — D’, : — D”, en deux autres inté- 


grales de même forme, prises, l’une entre les limites 








et l’autre entre les limites 


É=2+t,. 3—=0, 


£’, €” désignant deux quantités positives infiniment petites, dont le rapport pourrait conver- 
ger vers une limite finie quelconque 4. En réduisant cette limite à l'unité, on reproduirail 
la valeur principale calculée dans ce paragraphe. 

Si l’on considère en particulier l'intégrale 


alors, en opérant comme on vient de le dire, on trouvera, pour sa valeur générale, 
[(4) — {(2) + 4, la quantité A étant donnée par la formule 


dans laquelle # désigne une constante arbitraire. En réduisant cette constante à l'unité, on 
obtiendra la valeur principale /(4) — /(2). 
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pourvu que, dans la somme de ces deux dernières intégrales, on sup- 
pose * = o. D'ailleurs celles-ci, déterminées par la méthode ordinaire, 


sont évidemment égales, la première à 


et la seconde à 


ou 


ainsi que nous l’avons annoncé. 

Si la fonction o(=) changeait plusieurs fois de valeur d’une manière 
brusque entre les limites a et b, pour diverses valeurs de z représen- 
tées par Z, 7’, Z", ..., en désignant par À, A”, A”, ... les variations 
subites dont il s’agit, on trouverait, par des raisonnements semblables 


s ; ‘ ; - 
da CEUX Qu on vient de faire, 


o(&")— p(b)— A — A'— A" —... 





pour l'intégrale définie cherchée. 


Exemple I. — Soit 


on aura 


De plus, si l’on désigne par ? une quantité très petite, on aura, en vé- 


néral, 


on doit toutefois excepter le cas où z serait nul; car on a, dans cette 


e 


hypothèse, 
l(E)—H(—8)=—U— 3). 
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On aura donc, par suite, 
À = — [al + 1) 5 


et comme la valeur o de z est ici comprise entre les limites — 2, + 4, 


on aura 


bain À *dz ; ; Pur , 
Ainsi l'intégrale Î Pa la même valeur que si elle était prise entre 


= 
les limites + 2, + 4; et, par suite, la même intégrale s'évanouit entre 
les limites 3 — — 2, z— +2: ce qui d’ailleurs est évident, puisque 
entre ces dernières limites tous les éléments sont deux à deux égaux 


et de signes contraires. 


Exemple II. — Soit 


sin z 37 
4 \ é " 

32]= ©; b—=o, bL'=—- 
A 1 + (cos 2)? 3 { 


ss "He I : AC ; 
Si l’on désigne par arctang —— le plus petit des ares positifs ou né- 
” 8 cosz | 


. . I 
gatifs qui ont —— pour tangente, on aura 
Cosz 





{z\— ; 
®\2),— arc lang - 


Cette fonction de z sera égale à 7 pour 3 — o; elle croitra ensuite d’une 
DEN . Q . a LA TH 7: 4 # 
manière continue depuis 3 — o jusqu'à 3 — 5 + < étant une quan- 


tité très petite; passera brusquement de la valeur 5 qui correspond à 


FT r Li T ° “ FT v , 
3—-—", à la valeur — -; qui correspond à 3 — “+7; sera néga- 
| 2 2 
. , . . T » É L , Es es 
tive et décroissante depuis 3 —=+7 jusqu'à z =; et deviendra, 
2 4 


pour cette dernière limite, égale à 


— arc tang V2. 
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On aura donc, dans le cas présent, 


ob") . o(b")— — arc tangŸ?, 
EE 
Rene 
et par suite 
î 3 
p(b')—p(b") —: = 7 — arc tang V2. 


Ce sera la valeur de l'intégrale 
= 


37 


4 . 
1 sin z dz 
nl Vas 
à tr i0ossi 


Cette valeur est toujours positive, car on a 








, _ T 37 
arc tang ÿ2 <= <<: 
: ñ 
Dans le cas que l’on vient de considérer, l'intégrale 


37 


il : sin z Fe 
de 
ÿ 1+(cosz}? 
prise à la manière ordinaire, serait simplement 
(b")— o(b')—— 7 — arc tang V2. 


Ainsi, en négligeant À, on trouverait, pour l’intégrale, une valeur 
négative; ce qui est absurde, puisque tous les éléments sont évidem- 
ment positifs. 


ae 
SUR LA VALEUR, EN TERMES FINIS, DE LA QUANTITÉ REPRÉSENTÉE PAR A. 


Soit LE dx dz une intégrale double qui doive être prise entre 
0z 


les limites æ — a’, x — a", 3 — D", 3 — b"; et supposons que la fonction 


K— (x, 3) 
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devienne indéterminée pour le système de valeurs 





CLS RO Le À 


compris entre les limites de l'intégration. La valeur de A correspon- 
dante à ce système sera, en vertu de la formule (13), 


= f[ ARR DIN EE nel EE 
D SC ET AT MAP AE NN Lei D 


Cette valeur est donc, en général, la somme de quatre intégrales 


singulières comprises dans la formule 


Mais, si X devient égal à l’une des limites de +, ou Z à l’une des li- 
mites de 3, on ne devra conserver dans A qu’une ou deux de ces inté- 


grales. Ainsi, par exemple, on devra supprimer, ; 
Pour X— «a'..... les deux intégrales qui renferment X —£; 
Pour X— a”.... les deux intégrales qui renferment X +; 
Pour Z —b"..... les deux intégrales qui renferment Z — f; 


Pour Z —#6".... les deux intégrales qui renferment Z + £. 


Cette seule remarque conduit aux équations (12) et (14) trouvées dans 
le & IT. 

S'il existait, entre les limites de l'intégration, plusieurs systèmes 
de valeurs de x et de 3 qui rendissent la fonction K indéterminée, il 
faudrait calculer, pour chacun d’eux séparément, la valeur de A; et la 
valeur complète de cette quantité serait la somme des valeurs partielles 
relatives à chaque système. 

Il ne reste plus maintenant qu’à déterminer les valeurs des inté- 


grales singulières de la forme f p(X HEË,Z HT) dé, et relatives aux 
0 


diverses valeurs de K que nous avons considérées dans la première 


Partie de ce Mémoire. 
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On y parvient facilement à l’aide de cette seule considération, que, 
£ et? devant toujours rester très petites, on peut négliger, sans incon- 
vénient, chacune de ces quantités relativement à d’autres quantités 
finies, et les puissances supérieures de chacune d'elles relativement 
aux puissances inférieures. Entrons, à ce sujet, dans quelques détails. 

Les deux premiers membres des équations (3) ($ F, le Partie) 


expriment Les valeurs des intégrales doubles 


a" L" a" 
£] as è 
[ | pp" dx dz , J 
DE MRNRAE r a 


a b 


b" 


OT 
[ Fr dx dz, 


vb 


prises entre des limites réelles. Dans ces intégrales, les valeurs de $S 


et de T sont déterminées par les équations 


Lu OM: ne 0N 

Li 0x 1 0x” 

ON 0oM 

" ‘à [A 3 »)/ : 
FR 0 ; 0x 


MEN Et) PH RE, 


flæ) désignant une fonction quelconque de æ, et M, N, deux fonctions 


quelconques de x et de z. Supposons maintenant 


On aura 
is NV) 
r (M EEE N té ANT 
) 
)_ 








Le FcrTe 


Ce 

















. 
“à 
os FÉ(M+NV= 5) - É(M—NV—: 
Vi LEE NV) F(M-NV—: 


Soit, de plus, «+ 6y—1 une des racines de l'équation F(x)— 0, 
et désignons par æ — X, z —Z, un des systèmes de valeurs de æ et 


de z qui satisfont à la fois aux deux équations 
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Ce système sera un de ceux qui rendent indéterminées Les fonctions P”, 
P", S et T. Si done il se trouve compris entre les limites des intégra- 


tions, 1l existera, pour chacune des intégrales 


ë 
a" 6" ye a" ë" yr 
S 
| [ a dx dz, F F Es dz, 
Re hi ON 


a 


une valeur de A correspondante au système dont il s’agit. Voyons 
quelle est cette valeur. 
Désignons par 
OM ON OM ON 
OX” OX 02° 07 
ce que deviennent les fonctions : 


2M, ON, M ON 
0x” dx 02 02 


quand on y suppose x — X, = — Z. Soient, de plus, 








oX oX ox NM 


DMX FAN 0M ON _AMON _} 
) ire dl UT OR 


| éh GE OM 9M ON ON 





rie 
1 














L F(æ—68ÿ—:) É(œ + 8Y—:1) 5 
a 2LF(æ—6ÿ—1) F(x+68v—r) j 
10) { ' ; Lau 
‘| Fha— 61)  F(a+6v—:) ne 
aV—1 ER ONE) Percy) 





(A) 


qui suffit pour déterminer les quantités À et x supposées réelles. Cette dernière formule peut 
encore s’écrire comme il suit : 


(B) e f(a+6V—i+e)=dà—u0y—s, 


: désignant une quantité infiniment pelite. 
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Si, dans les fonctions M, N, P’, P”,S,T, on fait 


te XRE aa, 


on trouvera, en négligeant les puissances supérieures de € ou de € vis- 
à-vis des puissances inférieures, et ces quantités elles-mêmes vis-à-vis 


d’autres quantités finies, 























4 0M. dM d: jN . ON 
0M, 0M 
L A A | es = ne 3 
FMENV—T)=| (SCE+ 07e) 
ON, OoN.\; 
Œt EE + — (x +8 v— 
+ (TE 52 €) :P(2 6yÿ—1}, 
F(MHNV—-1)=f(a+8y—i), 
(7). F{ open me 
| D. oO Cox) OR oi 
ca BE? + 2CE + DE 
Qu tue ae 
Co RE Vu 
es BE + aCE + Dé? 
 A(BE + CË) —uEX 
BE +2CE + De” 


| BE? + 2CE7 + DE? 





Cela posé, si l'on fait d'abord 


S—o(x,2), 
on aura 


eo ARE+ CU LEZ 
( C Er me = - REA 
jé, MARIE EEE 





Si, après avoir multiplié par d£ les deux membres de l'équation pré- 


cédente, on les intègre entre les limites £ = 0, £ — #, en ayant égard à 
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l'équation E — ÿBD — C?, puis, que l’on change successivement £ en 


€ et Zen — 7, on trouvera 


| fetx+ez+u 
| 0 


am 4; Be ace +-DE’ side ner CE nb te 
Éd DE: RSS men EE à ÿ E)" 


























“0 
PE À} Be? — 9CeË + Dé? Cm CE NRU C 
TR De: MATE TEE &E) 

G9) { 
p(X+6,Z—È) dé 
0 
À ,[Be— 2Ce* + Dé? Be — CE “à 
He = Da }+ (arc tans FE + arc lang E) 

[ex —E2-0) 2 

0 
= — ie De + Lu. | arc tang PE se —"arc tan re | 
Et De? à EZ "PE: 


C 
arc tang x désignant, à l'ordinaire, le plus petit arc positif ou négatif 


C 
dont la tangente soit égale à &> et ainsi du reste. 

Après que l’on aura réuni, en leur donnant un signe convenable, 
celles des intégrales précédentes qui doivent concourir à former la 
valeur de À, il faudra supposer, dans le résultat, ? — 0. En vertu de 
cette supposition, la partie logarithmique deviendra toujours nulle ou 


: à 3 * B 
infinie; et si, comme nous l’admettrons dorénavant, le rapport ES 


positif, chacun des arcs 


Be +CË Be — CÉ 
ï7 , arCiang > — : 


; pe 
arc tang EZ 


se trouvera réduit à = 
Cela posé, si l'on parcourt successivement les diverses hypothèses 
qui nous ont conduit aux formules (12), (13) et (14) du $ IH, on 


52. 
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trouvera 
Pour a << X <a", PEN TS. KI IR 
Pour X== 2 ou ed", PTIT. 
0) 4 / ee Up r ! ” SC TENS de 
POUF X CAS PEN OR . 
; C à 
Pour X=r'ouZ, Z=-Vvou0:":'L- 2È Æ arc tang E)<* À. 


Telles sont les équations qui déterminent, suivant les différents cas 
qui se présentent, les valeurs de A relatives à l'intégrale double 


+0" 
0S : s à Nr 
di ÇÈ —— dx ds. Pour avoir celles qui sont relatives à l'intégrale 


20" = 


double fe éu - dx dz, il faudra faire 


AN, DIE à 


\ 


Emo(r,s 


On aura, dans cette hypothèse, 


— u(Bi+CËé) —AEC 
BE? + 2UEZ + DE? 





p(X+E,Z+8)— 


Pour obtenir cette dernière équation, il suffit de changer, dans l'é- 
quation (18), w en à, et x en — u. Par suite, si l'on effectue le même 


changement dans les équations (20), on obtiendra immédiatement les 


| 6" 
e “ ; 234 oT 

valeurs de A relatives à la double intégrale | ‘ - lx ds. 
A & & 


Il suit des calculs précédents que les valeurs de A relatives aux 


dE : 


deux intégrales 


Î Se Baca, [° [Tards (s), 
« Heu : À 


(1) Si, à la place des intégrales dont il est ici question, l’on considère la somme 


tr F Buras+v= [" LS T x ds 
PE 


équivalente au premier membre de l’équation (A) (I Partie), on trouvera, au lieu des for- 
mules (21), 


(C) A=ory—i(i-uy—i), 
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restent finies, toutes les fois qu’on n’a pas en même temps X égal à 
l’une des limites de +, et Z égal à l’une des limites de z. Si aucune de 


ces égalités n’a lieu, les valeurs de A seront respectivement 





ù COS }S 
.. r C S 
| A—our pour l'intégrale [ — dx dz, 

‘ A RS 
 ” b l 
(21) À 
\ rad" nb’ oT ce : 

A—2r pour l'intégrale [ [ à dx dz. { 
su VS % . 


Si une seule de ces égalités a lieu, on devra prendre seulement la 


moitié des valeurs précédentes, et l’on aura, en conséquence, 


na" nb" ds 
| A=—ur pour l'intégrale J À — dx dz, 
a è' à 


« 


au” è" oT 
A—r pour l'intégrale [ — dx dz. 
ST à 03 


Les valeurs de à et de » sont toujours déterminées par les équa- 
tions (16). 
Les équations (21) et (22) deviendraient illusoires, si les valeurs 


W 
a 
© 


de x et de se présentaient sous une forme indéterminée; ce qui arri- 
verait nécessairement, si F'(x + 8 — 1) devenait nul ou infini. On sait 
d’ailleurs que cette circonstance a lieu toutes les fois que 4 + 847 
n'est pas une racine simple de l'équation 


Fitsi=06, 


C'est donc seulement dans le cas où cette racine est simple, qu'on peut 
employer les formules trouvées ci-dessus. Nous examinerons plus tard 
le cas où l'équation F(æ) — o a des racines égales. 


et au lieù des formules (22), 
(D) A=ry—10—uy—1). 
Ajoutons que, dans tous les cas où il devient nécessaire d'employer la formule (D), l'équa- 


tion (A) ([ Partie) renferme des intégrales indéterminées qui doivent être réduites à leurs 
valeurs principales. 
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IL est fort remarquable que les valeurs de A, déterminées par les 
équations (21) et (22), dépendent uniquement de la forme de la fonc- 


tion 





et des racines de l'équation F(x) — 0. On trouvera donc les mêmes va- 
leurs de À, quelles que soient les valeurs de M et de N. C’est ce dont il 
est facile de s'assurer directement. Supposons, par exemple, 

Mir LS: Nas: 
on aura ($ IE, 1° Partie) 

Rec MR rs ci 


Si maintenant on fait x —X+£%, s—7Z+7; en s’arrétant aux pre- 


mivres puissances de £ et de ?, on aura 


UE pi UE 
E2+? TATÉRENCS 


Par suite, si l’on suppose a <X <a”, b'<Z< EP", la valeur de A re- 


ARS à LA 
NUL OS 
lative à l'intégrale À d 34 dx ds sera 
a' b' 


a" b" yr 
D de Viet OT 
et la valeur de A, relative à l'intégrale £ | 7; dx de, sera 
a b 


, À£ 


A=4 pr gs = 2r; 
is 


ce qui s'accorde avec les formules (21). 


Lorsqu'on a, en même temps, 


LELON, LEt OT, 
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la valeur de A est, en général, infinie, ainsi que nous l'avons déjà re- 


marqué. Néanmoins celle qui correspond à l'intégrale 


dE. 3 À dx de 
ÿ 


deviendrait finie, si x était nul. En effet, dans ce cas, la partie logarith- 
mique de chacune des intégrales (19) disparait d'elle-même; et si, dans 


la partie restante, on suppose ? — o, on trouvera 





Par Ain, Z 0") Fr (£ —— 5) 
Ps —=uw(-— arc = |: 
Pour X —«”, Z—b") # OE 
pat 
| Pour ==, 2") 2. à È : 5) 
ls... a — —- arc ng — |: 
| Pour X = a”, Z—b' | BLESSE 


De même, si y était nul, la valeur de A, correspondante à l'intégrale 


HE dx ds, 


f (2 bd! 


serait toujours finie, et l’on aurait, 





tours, Z=R | \ à (7 ! 5) 
GORE —À(- — arctang = 
Pour £a" Z= D | - . ÊE s 
24 4 
24 Un. AU, 20) \ 2 (7 + ’ +) 
LCL M AN — + ATCIONL = |: 
Pour X=a"; Z-=8) nn. TE 


Je passe maintenant aux équations (32) du $ VI (F"° Partie). Les pre- 
miers membres de ces équations expriment les valeurs des intégrales 


fps" der [LS LE le dz 


prises entre les limites o et x, o et z; limites que je désignerai, pour 


doubles 





plus de généralité, par æ — a’, æ — a", 3 = V', 3 — D". De plus, les 
valeurs des fonctions S,, T,, R’, qui entrent dans la composition de 
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ces intégrales, sont déterminées par les équations 





9M  ,,0N D 
Sares (oS — —Q se }cosR — (Q SP + Q da) sin R’, 
. N » M OM. » ON\ 
ra (Q' _ + Q mL cos R' + +(c ne D )sR 


fÜMENV=-:)=Q'+Q"V—:, 


fou ENV) = RER VE, 


fiæ), ft) désignant deux fonctions quelconques de x, et M, N deux 


fonctions quelconques de x et de z 
Supposons maintenant, comme on l’a déjà fait, 





Soit encore « + 6 ÿ1 une des racines de l’équation F(x) — o; et dési- 
gnons toujours par æ — X, z — Z un des systèmes de valeurs de x et 


de 3 qui satisfont à la fois aux deux équations 


Ce système sera un de ceux qui rendent indéterminées les fonctions Q”, 
Q”,S, et T,. Si donc il se trouve compris entre les limites des intégra- 


tions, 1l existera, pour chacune des intégrales 


a" b" A _p"\ a" b" pe _pr 
[ (Sa) qe da d(Tre ) ge 
Tai 03 : PE À 02 , 
a b a b 


une valeur de A correspondante au système dont il s’agit. On détermi- 
nera facilement cette valeur de la manière suivante. 
Si l’on conserve la notation des n°% (15) et (16), et que l'on suppose 
toujours 
TÉMAB EL HT, 
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£ et 7 étant des quantités très petites, on obtiendra évidemment pour 


UM CN ON -:0M 
PA NE r dx’ gr rQ dx’ 


des valeurs égales à celles que nous avons trouvées ci-dessus n° (17) 


pour 
PE 4 P 


On aura donc 
oM ON , A(BE+CE)— Et 
x BE? +aCEe + DE” 


— (BE + CE — AE 
BE? + 2CEC + DE? 





Po M 
lo +o dx — 





Concevons, de plus, qu’en vertu de la supposition 
pi NE, 


BR’ 


"cos R’, -e* 


les deux fonctions e “sinR’ reçoivent des valeurs déter- 


minées y et à, en sorte qu'on ait, dans ce cas, 
(26) CCR NN CHER 22. 


Les équations (26) subsisteront encore, si l’on suppose x — X +5, 


3 — Z +7. Par suite, on aura, dans cétte dernière hypothèse, 


/ 2 ) * nn nn 4 
(an qu ae 





BE? + aCEC + DE? 


| T, 6e" — — (yu— (BE + CE) —(yA + du)EË 
Fou nt BE? + > CE + Dé: 





Ces dernières équations sont entièrement semblables à celles qui 
déterminent les valeurs de S et T dans le n° (15); et, pour les en dé- 
duire, il suffit de remplacer 


Il suit de cette remarque, qu’en partant des formules (27), on doit 
OEuvres de C.—S.I,t.1. : L 53 
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arriver à des résultats semblables à ceux que présentent les n°% (21), 
(22), (23) et (24). Ainsi, par exemple, les valeurs de À, relatives aux 


deux intégrales 


a" nb" K") —R" 
f ( DA At sf hi "dl Es AUX TARA ES STE (1}, 





Lt 7 LEE 1 


resteront finies, toutes les fois qu’on n'aura pas en même temps X égal 
à l'une des limites de x, et Z égal à l’une des limites de 3. Si aucune 
de ces deux égalités n’a lieu, les valeurs de A seront respectivement 


A — 


A—2{yu—dÀ)r pour l'intégrale [ 1. ne dz, 
AN LE r PO(T 2e R 1) 
A—2{yÀ +ôu)r pour l'intégrale Dire dx dz. 
| Er à b' + 
Si une seule de ces égalités a lieu, on devra prendre la moitié des 


(t) Si, à la place des deux intégrales dont il est ici question, l’on considère la somme 


1 LARMES vd S e—R" SE 24 ab" >—R" 


b' 03 ta’ d' 


équivalente au premier membre de l'équation (O) (T° Partie), on trouvera, au lieu des for- 
mules (28), 


(E) A=orÿ—i(i—uy—i)(y+8 V5), 


et, au lieu des formules (29), 


(F) A=ryÿ—i(i—uy—i)(y+9 pi). 


Il importe d'observer que, pour déduire les équations (E), (F) des équations (C), (D), il 


 (.) 
F(x) 





suffit de remplacer la fonction réelle par la fonction imaginaire 


F(x) 


»r VTT 
F(z)° ; 





Ajoutons que, dans tous les cas où il devient nécessaire d’emiployer l'équation (Fj, la for- 
mule (0) (1° Partie) renferme des intégrales indéterminées, qui doivent être réduites à leurs 
valeurs principales. 
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valeurs précédentes, et l’on aura, en conséquence, 


nl e 8") 

| A—{yu—d1)r pour l'intégrale É LL. ——— dx ds, 
(29) 5 
s d | Te) 


| A = {yÀ + du)r sf rs . Fred dz. 


Enfin, si l’on suppose 
2 au du. mn *, 5 





a" b" 
; 5 ke ; : /4 ” S, _R" 
la valeur de A, relative à l'intégrale J J — EU dz, sera dé- 


re » a’ d' 
terminée comme il suit : 
Roue k=sa,:2Z— 0") : " Lu 
PP F.. Gprvmt) De — 0 —.— arciang = |») 
Pour 4x" 226") 7e 2 GE 


—- 
et 
© 

dr 


Pour ra, 2-#: 
À Pour à re. mt Z =D! \ M'piet + 


et si l’on a 





Yu — À — 0, 
SPA TRS MT o(tse) | 
la valeur de A, relative à l'intégrale J [ ——, — dx ds, sera dé- 
a b' £ 

terminée par les formules suivantes : 

Pour X=w, Lt ) F3 C 
. FN opt Pate <<: — (yÀ + du) (Ê— arctang ): 

1) 
Pour X =4' 24520 | T ‘à 
hour Xe Lab A —(yÀ+ du) (E + arctangg . 


Si l’on supposait ft ON OR UN ON ES GENS ON EE, — 0: el, 
par suite, les formules (28), (29), (30) et (31) rentreraient dans les 
formules (21), (22), (23) et (24). Les valeurs de A, déterminées par ces 
diverses formules, indiquent les corrections que l’on peut être obligé 
de faire aux équations trouvées dans la première Partie de ce Mémoire. 
C’est ce que nous allons montrer plus clairement par quelques appli- 


cations. 
53. 
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V. 


PREMIÈRE APPLICATION, POUR FAIRE SUITE AU $ II DE LA PREMIÈRE PARTIE 


DE CE MÉMOIRE. 


Supposons, comme dans le $ IT de la première Partie, 


et que l’on désigne à l'ordinaire par « +6 4— 1 une des racines de 
l'équation F(x) — o, la valeur de A, qui correspond à la racine dont 


«a &5s 
il s’agit, et qui se rapporte à l'intégrale — dx dz, sera, en vertu 
D (os : 0z 
j ; À 0 0 
des équations (20), égale à 
he si æZo et «, 6Zo et b; 
10. 0: 


a 
9 \ É € 
22 } 4 PT _. # 
La 0 OU: er 


es si æ—0o ou a, 8—o ou b. 


Li] 


Nous indiquons ici, par la notation 
«20 et a, 


que + est compris entre les deux limites o eta; c'est-à-dire, => l'une et 
<T l'autre, sans égaler aucune d’elles. 

Les formules (32) supposent que l’on a o a, o << b, c'est-à-dire, 
que les quantités a et b sont positives. La valeur de A, déterminée par 
les mêmes formules, devrait être prise en signe contraire, si l’une des 
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deux quantités a et b était positive, et l’autre négative. Mais ce chan- 
gement de signe ne devrait plus avoir lieu si toutes deux étaient néga- 
lives en même temps. 

Si l'équation F(æ)—o a plusieurs racines comprises entre Îles 
limites de l'intégration, il faudra calculer la valeur de À séparément 
pour chacune d'elles, et la somme des résultats obtenus donnera la 
valeur complète de cette même quantité. 

Concevons, pour plus de facilité, que a ne soit égal à aucune des 
valeurs de x, ni b à aucune des valeurs de 6. Alors les formules (50) 
présenteront seulement quatre hypothèses différentes, savoir, celle où 
l’on aura en même temps #4 — 0, 6 — o, celle où x sera nul, celle où 4 
sera nul, et celle où aucune des quantités , 6 ne sera égale à zéro. 
Dans la première hypothèse, on aura, si} — 0, 4 — 0, À — 0; et, Si? 
n’est pas nul, À — + . On aura, dans la seconde, A — 7; dans la troi- 
sième, & — 0, et, par suite, À — 0; dans la quatrième, À — 2ur. La 
première hypothèse fournit le cas où l'équation F(æ) — o à une racine 
nulle; et la troisième hypothèse, dans laquelle 6 — o, celui où la racine 
2 + 6 —1 devient réelle sans être nulle. Comme on a, dans ce cas, 
A — o, il faut en conclure qu’on pourra se dispenser d’avoir égard aux 
racines réelles de l'équation F(x)— 0, à moins qu'une de ces racines 
ne soit égale à zéro. 


Supposons maintenant que l'équation F(x)— 0 n'ait pas de racines 


nulles, ou, ce qui revient au même, que f{æ)— 2 ne devienne pas 


F(æx) 
infinie par des valeurs nulles de x. Désignons par 


S | {4a,8) 


Ka 


la somme des valeurs de # qui correspondent à des valeurs de 4 com- 


P 


prises entre o et a, et à des valeurs de 6 comprises entre o et b. Soit 


encore 
S (0,6) 
la somme des valeurs de y qui correspondent à des valeurs nulles de > 


et à des valeurs de 6 comprises entre o et à. Enfin désignons par À’ la 
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valeur complète de A relative à l'intégrale 


a b 
[ A EE 


“HD. 0 03 
On aura, en vertu de ce qui précède, 


(33) A'=[2S(ua,6) + S(uo,6)]t ('). 


(1) Les formules (33) et (34) sont renfermées l’une et l’autre dans la suivante : 
(G) AH AY 1 = 27 Yi SX yo), 


le signe S étant placé devant le terme 2 — % ÿ— 1, pour indiquer une somme de termes sem- 
blables correspondants aux valeurs de z + 6ÿ— 1, dans lesquelles + demeure compris entre 
les limites o, 4, et 6 entre les limites o, D. Si, pour quelque terme, la valeur de x se rédui- 
sait à l'une des quantités o, «&, ou la valeur de 6 à l’une des limites o, b, il faudrait avoir soin 
de réduire ce terme à $à moitié. Cela posé, les équations (36) pourront être remplacées par 
la seule formule imaginaire 


na 


| fai) [te de 
dE 


ec 


: ‘ 2b b 
| = { (a+ zV— 1) ds — ON EEE Si — ny — 1) 
\ vo 0 
dans laquelle toute intégrale qui aura une valeur générale indéterminée devra être réduite à 
sa valeur principale. 

Si maintenant on pose a = +, b =, et si l’on admet que f(x + zy—1) s'éva- 
nouisse, 1° pour æ = + , quel que soit z, 2° pour z = +, quel que soit +, on déduira de 
l'équation (H) deux autres équations de la forme 


(1) [ravi f (V5) ds + or = S(— ne dt 
0 


e.0 


fre) ah = ff) dx 


0 


(K) : Fe. 
enr fav) di + ar y S(1—=uÿ—1), 


À 


le signe $S indiquant, dans l'équation (1), une somme de termes correspondants à des valeurs 
positives de z, et, dans l'équation (K), une somme de termes correspondants à des valeurs 
négatives de z. En ajoutant les formules (1) et (K), on obtiendra la suivante, 


(L) dl) dede à S(i—uy— 1} 


— 
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De même, si l’on désigne par 
S(A%,6) et S(2x,0) 


la somme des valeurs de x qui correspondent à des valeurs de z com- 


dans laquelle le signe S indiquera une somme de termes relatifs à des valeurs positives où 
négatives de z, mais à des valeurs positives de 6. Il est essentiel d'observer qu'on devra 
encore réduire à moitié chaque terme el correspondrait une valeur nulle de #, et réduire, 


dans le même cas, l'intégrale définie fi ) dx à sa valeur principale. 


Les équations (H) et (L) NOR avec celles que j'ai données dans le Résumé des 
Leçons de Calcul infinitésimal {voir les formules (6) et (14) de la XXXIV* Leçon]. 


Tant que la fonction p = f(x) reste réelle, l'intégrale L f(x) dx est pareillement réelle. 
et, par suite, le coefficient de 27 ÿ— 1, dans le second membre de l'équation (L), doit s'éva- 
nouir. On a donc alors 
(M) SEAT = 0 


Alors aussi, en écrivant p au lieu de f{x) dans l'équation (L), on obtient la suivante, 


(N) pdz = 2rS{u), 
qui ne diffère pas de la formule (39). 
Si, dans l'équation (M), on substitue à À sa valeur tirée des formules (16), on trouvera 


F (2 eee PE Cl 
F(x+6y—:1) F(x—6y—1) 


le signe S devant être étendu, dans chacune des expressions 








(0) S 


Fla+6p—1) LF(a—6V Zi) 
a gro | 
F{a+6y—1) F(a—6y=1) 
à toutes les valeurs positives ou négatives de «, et à toutes les valeurs positives de 4. De 
(x) 
F(x) 


SRE, Les ue ; 
l'équation — o sont deux à deux de la forme + 6#ÿ—1, x —%yÿ—1. En conséquence. 








plus, comme la fonction p = est réelle par hypothèse, il en résulte que les racines de 


l'équation (0) peut s’écrire comme il suit : 


f(a +6y—1) 
\] Gp) = 





le signe S embrassant toutes les valeurs réelles possibles des deux quantités +, 6. 
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prises entre o et a, et à des valeurs de 6 comprises entre o et b, ou 
nulles; par 


la somme des valeurs de x qui correspondent à des valeurs nulles de z 
et à des valeurs de & comprises entre o et b; et par A” la valeur com- 
plète de A relative à l’intégrale 


a b y 
f AS RE 


03 
VO V9 
on aura 


(34) A"—T[aS(Ane) + S(Au0) + S(do6)]r. 


Si l'équation F{x) — o avait une racine nulle, la valeur correspon- 
dante de y serait toujours nulle, mais la valeur de x pourrait être finie. 
Soit 5, Cette valeur de x. La valeur correspondante de A, relative- 

d Tr 
ment à l'intégrale [ [ 5; dx ds, serait À — 13,7. On aura donc, 
#0 20 


en admettant l'hypothèse d’une racine nulle, 
(35) A" [28 (2x6) + S(dao) + S(A0,6) + 4h00]. 


Revenons au $ II de la première Partie. Dans ce paragraphe, les 


M 


premiers membres des équations (5) expriment les valeurs des inté- 


a b + a b D'Al 
à os k o1 
[ [ dx de, l L dx ds. 


OUT Re, ME 


grales 


Mais ces équations ne sont vraies qu'autant que les fonctions 
S _— P”, 4 + = p” 


ne peuvent devenir indéterminées entre les limites des intégrations. 
Si, entre ces limites, les valeurs de P’ et de P” deviennent indétermi- 
nées, alors, pour corriger les équations que l’on considère, il suffira 
d'ajouter aux premiers membres les valeurs de À qui correspondent 
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aux intégrales dont il s’agit. On aura donc, en général, 


a a b b 
| Î P' dx — [ p dz + A’ = [ p'dz - f P” dz, 
0 V0 0 0 
1 a b b 
| à P’ dx + A” L P' dz - [ p' dz, 
HA 0 0 0 


la valeur de A’ étant déterminée par l’équation (33), et la valeur de A” 
par l'équation (34) ou (35). 
Dans les équations (36), 


| va = f pdx et [ v'dx 
0 (1) 


0 


(36 


désignent respectivement les valeurs des intégrales 


4 à ! a b )/ 
ff Lacaz, bi SR PPT 
0z M'A 


40: “D 





prises, par rapport à z, entre les limites o et b; ce qui suppose que 
les deux fonctions P”’, P” croissent ou décroissent d’une manière con- 
tinue depuis z — o jusqu’à 3 — b. Si le contraire avait lieu, les équa- 
tions (36) ne seraient plus vraies; mais il serait facile de les rectifier à 
l’aide des principes établis dans le $ HT. 


Corollaire I. — Supposons que P’et P” s’évanouissent pour des va- 
leurs infinies positives ou négatives de la variable x, et pour des va- 
leurs infinies positives de la variable z. Si, dans ce cas, on suppose 


&a—2, DES; 


la première des équations (36) deviendra 
(37) L pdz = F2S(aa6) + S(0,6)1— [ pd, 
0 0 


le signe S s'étendant à toutes les valeurs positives de + et de 6. 
Si, dans le même cas, on suppose 


LA 
ESS 


CŒEuvres de C.—S.I, t.1. ‘ 
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et qu'au lieu de prendre les intégrales relatives à x entre les limites 
æ—0, æ——, on veuille qu'elles soient prises entre les limites 
T——0,æ—0,0n devra changer les signes des premiers membres 
des équations (36); et, par suite, si l’on désigne par 


S(/2- 2,6) 


la somme des valeurs de y correspondantes à des valeurs négatives 
de x, mais à des valeurs positives de 6, on trouvera 


(38) s p dx =r[28 Ha 6) +S{ (10,6 D+ p"dz. 


Si maintenant on ajoute entre elles les équations (37) et (38), et que 
l’on désigne par 
S(p+,6) 
la somme des valeurs de y qui correspondent à des valeurs positives, 
nulles ou négatives de x, mais à des valeurs positives de 6, on aura 


simplement 


(39) [ pdx =92nS(pæue) (!). 


(1) Nous avons obtenu la formule (39) en supposant que f(x) se réduisait à une fonction 
réelle désignée par p ou par pe. Mais rien n'empêche d'appliquer la méthode que nous 
avons suivie pour établir cette formule à une fonction imaginaire, et de supposer, par 
exemple, 


f(x) = g(cosr + ÿ—1 sinr), 


q et r désignant deux fonctions réelles de +. Alors la formule (39) subsistera encore, pourvu 
que l’on fasse, comme dans le $ VI (1° Partie), 


P = q Cosr, 


et que l'on détermine toujours la quantité # par le moyen de l'équation (B), c’est-à-dire, 
pourvu A l’on représente par p la partie réelle de la Débtetr f(x), et par — » le coefli- 


e f(a+6y—1+e), 


: étant une quantité infiniment petite. L'équation (39), ainsi généralisée, fournit les valeurs 
de presque toutes les intégrales définies connues, et d’un grand nombre d’autres. On pour- 


cient de ÿ — 1 dans le produit 
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{ 


On pourra donc énoncer le théorème suivant : 


THÉORÈME TI. — Soit 


. . » 71 . I 
une fonction de x telle, que chacune des racines de ! cquaor = 0 


corresponde à un facteur du premier degré dans la fonction à Suppo- 


rait la remplacer par la formule (L), qui conduit précisément aux mêmes résultats. On peut 
aussi présenter l'équation (39) sous d’autres formes que nous allons indiquer. 


Soit o(x) +ÿ—1 z(x) une fonction imaginaire qui ne devienne jamais infinie pour des 
valeurs réelles et finies de x, ni pour des valeurs imaginaires, dans lesquelles le coefficient 
de ÿ—1 reste positif, et supposons 


ft) = Let) + Verre 





les fonctions f(x) et F(x) étant réelles, ainsi que (x) et y(x). Admettons, en outre, que 
le produit 


a odeur 
F(x+ zy—:1) 
s’évanouisse, 1° pour æ = + æ, quel que soit z, 2° pour z — æ, quel que soit +. Enfin 


concevons que, les valeurs des quantités }, 4, étant données par la formule (A) (p. 409), on 
désigne par y et à deux autres quantités réelles propres à vérifier l'équation 


(Q) p(a+ 601) + Vi x(a +60) = 7 +8 V5. 


On aura, dans cette hypothèse, 
(R) sf(a+6yÿ—1+e) se O—uy—=i)(y+8y—5) = y) + du — (qu — 2%) ÿ—1; 


et, par suite, le coefficient de ÿ —1, au lieu d’être représenté par — », sera équivalent à 
— (7x — 9). Donc, si, dans la formule (39) ou (N), on remplace p par la partie réelle du 


produit 7 
e F4 
Let + 


on devra y remplacer en même temps la quantité & par yu — dx. On obtiendra ainsi l'équation 





(S) [ ee) HE dr = ar (ya -= dù). 
Si l'on suppose, pour plus de simplicité, 
AE. =, p(x)=cosr, x(x) =sinr, 
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sons, de plus, que chacune des parties réelle et imaginaire de l'expression 





sou une fonction continue de z qui s'évanouisse pour des valeurs infinies. 


positives ou négatives, de x, el pour des valeurs infinies, positives, de z: 


l’équation (S) deviendra 


(T) pe q cosr dx = 27 S(yu — d). 


Cette dernière se déduit immédiatement des principes établis dans le $ IV. Car, en vertu de 
ces principes, il suffira, pour déterminer la valeur de l'intégrale 


e 
dL q cosr dx, 
_— 


de substituer, dans léquation (39), à la quantité 2u7, c’est-à-dire au second membre de la 
première des formules (21), la quantité 2(yu — 93)r, c’est-à-dire le second membre de la 
première des formules (28). 

L'équation (S) entraîne évidemment la suivante : 





f(x) Fu 
(U) J xepete=artn+ Ju). 
Car on tire de l'équation (Q), multipliée par — ÿ—1, 


(a + 68V—1) — 1 o(a+6p—1)=9—yy—1; 


et il en résulte que, si l’on remplace w(x) par z(x), on devra remplacer en même temps 
y+2v—1 par 2 —yy—1, c’est-à-dire y par d, et d par — y. Ajoutons que les équa- 
tions (S) et (U) sont renfermées l’une et l’autre dans la formule 


” Pre ere 21e) 


{ 
F(x) 
(V) { =oerÿ—iS[(—uy—i)(y+89—3)] 


lire FRA APN EN CLÉ ue f(a+6y—1)| 
= or —isle(e+ 65) + Vi NE |" 


qui est précisément ce que devient l'équation (L), quand on attribue à la fonction f(x) une 
valeur imaginaire. 

Il est essentiel d'observer qu’on ne diminuera pas la généralité de la formule (S), si l'on 
f(x) 
F(x) 
continue de remplir les conditions ci-dessus énoncées. En effet, si, la fonction f(x) étant 


dx 








désigne une fraction rationnelle, et que la fonction o(.r) + ÿ—1 y(x) 





suppose que 


SUR LES INTÉGRALES DÉFINIES. 429 


. Hagens + . . . . , . I 
enfin soit x + 6 \—1 une des racines imaginaires de l'équation Den el 


| H(a— 81) : a+ 


apr Fa—68y—1):.F(a+6y—:) 


: 2ÿ—1 





La valeur de l'intégrale f p dx sera le produit de la. circonference, 


imaginaire, on désigne par 


: , : , . I 
les racines réelles et finies de l'équation —— = o, et par 


J\x) 
x=a+6v—1, = +65, 


celles des racines imaginaires dans lesquelles le coefficient de ÿ — 1 est positif; si d’ailleurs 


on considère, pour plus de simplicité, le cas où toutes les racines sont inégales, il suffira de 
prendre 


f(x) Re I 


F(Z) {t—o)(x—a)...(m—2x—6ÿ—1)(x—2x+6ÿ—1)(x—x—6y—1)(x—2+69— 1). 
1 
(æ—a)(x—a)...[(x—2P+6][(x x) +62]... 








pour que l'équation | is 
x)+y—14(x) = + 
n'ait pas de racines réelles et finies, ni de racines imaginaires dans lesquelles le coefficient 
de ÿ— 1 soit positif. 
La formule (S) est du nombre de celles que j'avais établies dans des Leçons données, en 
1817, au Collège de France. Dans l'une F ces Leçons, j'avais appliqué la même formule aux 
cas où l’on prend pour »(x) + ÿ— 1 4(x) l’une des fonctions 








in VI re eu 
erxV-1, ia Z(x — rxzy—1), 2: #4 5), 
; rs V—1 


r étant une quantité positive, et j'avais ainsi obtenu les he 


ve 


fe re pr cor dx = 27 S[e-5"{(u cosær — À sinær)], 
F(x) 





LE(S) sinrx dx = 2r S[e-$"(u sinzr + À cosxr)], 


? f(x) l(1+ 2x2) ( /[(1+6r)+ar] . 
__F{x) = de = ans ft + À arctang 











7.1 
1+6r\ 





# (x) \ ar HU +6r) + ar] 
gi à _F(æ LE ue Fute È \ 


»30 MÉMOIRE 


qui a pour rayon l'unité, par la somme des valeurs de » qui correspondent 
a des valeurs positives ou négatives de x, mais à des valeurs posiuives de 6. 


Lorsque p est une fonction paire de x, la moitié du produit qu’on 


vient de citer est la valeur de l'intégrale L p dx. 
‘ 0 


Exemple I. — Soit 


x? 


PTE ze 


dont les deux premières sont renfermées dans l'équation (Z) (voir, ci-après, & VIT), et dont 
la dernière comprend la formule 


à arctan _ 2 [ arctangz ds 7 l(2) 
ST — —— =" & 
no ? æ(1+a?) Je ? æx(1+ 2?) (2); 


que l'intégration par parties réduit à 


Fe dx ÿé T 
À arctang x — — [ (arecosæ }? dr = —l(2). 
0 x° vo 2 


On déduirait avec la même facilité, de la formule (S) ou de la formule (L), les valeurs des 


intégrales définies 


EPA 
F(x) 


- ne 0088 — + CAR 
00 208 sing re 





L [(r2— 2rx cos9 + #2) 








L 2 
£ ea cosbx cos(a sinbx) FI 
co 


É 


nu 


> 


& 





& 
S 
“ 


2 
; eacosbx sin(a sinbx) = 


A #4 





[ [1 + ar cosbx + r?) F TS dx, 


= Ébns r Sinbx f(x) d 
r ; 4° 
ér S1+rcosbx F(x) 





a, b, r étant des constantes positives, et 9 un arc renfermé entre les limites o, 7; et, en 
général, les valeurs de toutes les intégrales que j'ai citées dans le XIX° Cahier du Journal de 
l’École royale Polytechnique, et dans l’Addition au Mémoire sur les intégrales définies 
prises entre des limites imaginaires. 
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m et n étant deux nombres entiers positifs, et » étant  n. On aura 


I 
L — -— z2mti-2n 


F{x) on 





f(x) —=.42m, F(+) = + v2n, 


De plus, + 64—1 désignant une racine quelconque de l'équation 
1 + &°! — 0, on aura 


T 





T F 
a COS(2K 1} —»+ 6=sin(2k Fi) —,;, 
‘on k 


0) 


k étant un nombre entier pris à volonté. Cela posé, on trouvera 


pi (2 +1)7 
— — sin] (2x + À She ARR Pre 
L. ps 1 F +1) | 








on 
à I . (2m<+i)r È 2Mm+i1)r : oM+i1)z 
Shi an TU + sin[s PPEUE Le. sinf (an — 1) CMUE 
sers 2n | Ë 2n 2n 
ss I 
4 . (2m<+i)r 
28 SD 
on 
On aura donc 
is x? on 
+ dre - 
1 + x°/ « (2m <+1)T 
+ n' Sin =" 


sa valeur sera de moitié moindre. On aura done, entre ces dernières 
limites, 


2 ‘ 
x?t Tr 
(a) ——— dx — 
Jo PRET (2Mm<+1)r 





Cette équation étant vraie, quelles que soient les valeurs entières 
de m et de n, sera encore vraie, si l’on donne à #2 et à x des valeurs 
quelconques rationnelles ou irrationnelles. Si donc on fait 


2m+i=d4a 2n =b, 


| 


J\ 
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on aura, en général, 


Ne °xa-1 dx T 
(b) Zn. 3 pe 
F4 x AT 
“? RS fra 





Euler a, le premier, donné cette formule (voër le Calcul intégral 
d'Euler, p. 254). II l'a démontrée de deux manières. La première est 
fort compliquée. La seconde est plus simple; mais l’auteur lui-même 
la regarde comme peu naturelle : Ne hanc quidem viam pro maxime 
naturali haberi velim. On voit, par ce qui précède, que la formule dont 
il s’agit n'est qu'un cas particulier d’une autre beaucoup plus géné- 
rale, relative aux intégrales qui doivent être prises entre les limites 


— © ef + æ de la variable. 


Exemple II. — Soit 


m et.r étant des nombres entiers positifs, et 7 étant << nr. On trouvera 


; FH (2m +i)r ; (am +i)r LR. (2m<+i)r|} 
S(ut6) = —<{ Sin) 2 ——— |" sin} 4 = 1|+...+ sin] (27 — 2) ——— |! 
ï. 2n | 2n 2n 2 2n | 


L 
(om —Æir 
2n 





2n tang 


On aura donc 








7 ax? TT 
2 rss 1 L 
{-— 728 . (2Mm+i1)T 
ve n tang 
. + ns Ÿ «À 
el, par suite, 
® ‘v2m = 
(e) RE GE - (1). 
1— x2n (2m +1)T 
, 2 UDR 
2n 


Cette dernière équation étant vraie, quels que soient les nombres 


(1) Les équations (c) et (4) fournissent seulement les valeurs en termes finis des inté- 
grales qu’elles renferment. Ajoutons que les équations (b) et (4), quand on y remplace x 
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entiers » ét r, sera encore vraie si m et n deviennent irrationnels. Si 
done on fait 


2M+I=4, 2n = b, 


on aura, en général, 


(d) ii al * 2 T 
VE 1x0 
0 


ar 
b tang us 





L'équation précédente semble absurde au premier abord, attendu 


L2 


que la fonction sous le signe [ passe par l'infini entre les limites de 


1 
par 2Ÿ, et a par ba, prennent les formes 


(W) Sad t dr T fi ral dx FT 
= — Le] se — . 
À ) SIA 1? langar 


Ur, pour déduire immédiatement ces deux dernières de la formule (L), il suffit de poser 








nr. 
se IL 


ya 1 





J\æ) 


on trouve alors 





puis, en multipliant les deux membres par (-- ÿ— 1)", et ayant égard à l'équation 
eu FT —— ,-R\24a-1 ! di 
(eye (cos Co sn?) = sinar + ÿ— 1 cour, 


on obtient la formule 





La 
, ——— dx —— dx 
(sinar FLE = ! cosar) f° LA — ÿ—1: / za 1 = TF, 
0 ° 


qui comprend les deux équations (W ). 
Ilest facile de transformer les valeurs principales des intégrales indéterminées en intc- 


. grales définies dans lesquelles les fonctions sous le signe { cessent de devenir infiniment 
q 5 


grandes pour des valeurs particulières de la variable. C’est par une transformation de ce 
senre que l'on déduit de l'équation (ce) la formule (e) dont le premier membre est une inté- 
grale complètement déterminée. 
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l'intégration. Néanmoins on peut vérifier, dans plusieurs cas particu- 
liers, le résultat qu'on vient de trouver. Ainsi, par exemple, si lon 
fait a — 1, b — 2, l'équation (4) donnera 








ce qu'on peut vérifier de la manière suivante. 


1—.2 
L'intégrale [ Fe e étant une quantité très petite, est 
L'or 


0 
1 ; 
: E 


La même intégrale, prise entre les limites =—1+e,æ—,a pour 


(=). 
2 + € 


La somme de ces deux résultats étant 


112€ 
nf): 


si, dans cette somme, on fait « — o, on aura évidemment la valeur de 





valeur 








"2 


7. # * dx 
l’intégrale 1. —,s" Cette valeur sera donc 
0 
SH) =0; 
ce qui s'accorde avec l'équation (4). 
Ce qui achève de prouver qu'on ne doit pas rejeter les intégrales 
dans lesquelles les fonctions sous le signe f passent par l'infini, c'est 


qu'étant donnée une intégrale de cette nature, on peut toujours la 
transformer en une autre qui n'offre plus le même inconvénient. 
Ainsi, par exemple, si dans l'équation (ec) on fait 


N—2M—=P +1, qe 
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on aura 
NET a à dx rs T 
[ CRÉES RS NS PT: 


art x on on 


LA | 
et, si l’on applique à cette dernière intégrale la transformation indi- 
quée par M. Legendre (IV* Partie des Exercices de Calcul intégral, 
P. 126), on trouvera qu'elle est égale à la suivante 


: XP — x2 
re dt 
x!i HR x”? 


0 





On aura donc, entre ces limites, 


(€ tes À 


2n 


s ng TT 
pe XP— x Pr _T tang (PT) 


ce qui s'accorde avec une formule trouvée par Euler. Il est aisé de voir 


que, dans cette dernière formule, la quantité sous le signe  e ne de- 


vient plus infinie entre les limites de l'intégration. 


Exemple III. — Soit 
x2mn 


PT Gezmniezr) 





m, n, r étant des nombres entiers positifs; et supposons en outre, 
1° que les deux équations 1 + x? — 0, 1+ x? = 0, n'aient pas de 
racines communes; 2° que 7x soit plus petit que x + r. Si l’on désigne 


d'abord par « + 6-1 une des racines imaginaires de l'équation 


1+æ2—= 0, 
on pourra faire 


x? : $ à 
F(z)=1i+ztt, F'{x)=anx2t-1, 


(x) — 


i+ xt 
et l’on aura par suite 


É(x) I Ù 


F'(zx) on x?n—2m—4 LL p2n+2r—-2m—1 3 
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d’où l’on conclut 


(2m<+i)r é (2m—92r+i1)r]) 
; sin LR Hi) | sinl (24 +1) | 
an É 2.1 


pm = : 


= > 
F | ‘ lT 
1 + cos] (2 +1) e | \ 








\ 


4 étant un nombre entier pris à volonté. De même, si l’on désigne par 


2 + 6 —1 une racine imaginaire de l'équation 


1+æx#/—0o, 


on trouvera 


SC eS Four (om<+i)r : - (om—on+i)r 
| sin (2k NI CAPES + sinf(24"+ 1) 
LE 1 








I 2 1 
Lens * 
i KL p 
1 


“4 1 + cos] (24 1) *€ | 


Æ étant encore un nombre entier. 


Cela posé, on aura 


re 2 (Cm+i)r ‘ (am—or+i) 
Lsin! (2441) | + sin BELIE 
eu 21 21 


ee nm dx + 4 
J (i+at)fi+x) x | rT 
ne # 1 + COS (BAR 
\ 


| sin af 44 TE 
| | 


1 + cos| (ah'+ 1) | 


le premier signe S étant relatif à toutes les valeurs de # plus petites 

















? 


5% rat \ , : 
mé) et le second à toutes les valeurs de #' plus petites que 


2 À creme 


2 

La valeur de l'intégrale précédente serait de moitié moindre st elle 
était prise entre les limites æ —0, æ —%. Ainsi, par exemple, si, 
n étant un nombre pair, on suppose 27 = 3n, on trouvera que l'inté- 


grale 
pr an dx 
(ER GET atE) 





ER SN “ 
s it 
+|sin(3n—1)0 + sin(3n—1)[9——)1|1 
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pe 
Co 
Lx | 


a pour valeur la demi-somme des quatre séries (*) 


{(sin39 + cos30) + 


LD 
ul 


: ÉALPPTA 
Peer ee TR CS UE TR 7 
an \sinÿ cosé) 


+ 


(sin9 + cos ÿ) | 
| 


+ [sin(on —1)9 + cos{an —:1)0] 
: 


27) \ 
sin 9’ + sin (5 — )] | 


cos28" + cos(29 — 





2T 
ce | sin 38 + sin (9 )]- 


3 3n sin 5 9’ 


FT Enr Le 27\. 
+ sin (3n—5)9+sin (3n—5)(5 —°©) | 


| sin 3 0° + sin3 (9 — LE =) | | 

1 ICS | 

per d a! g' rs 

PS —- Lot + ne ASS =) RÉ 
| … sin (3n— 3)0' + sin (3n —3) (s cé =) | | 


sen + sin 5( — = )| 


2T 





— 4 + sin tr 9+ sin (0 2) |. 


3n sin 3 9’ 





3 


\ = 


On aura donc 








Ée 2m dx Ro : EE. 
(i+xz#t)ii+ xt) An \sing: cosô 





SA 
ë + { cos29 + 4 cos (» 9 — 4) 
TON sin 30° 


Cette équation devant subsister, quels que soient les nombres en- 


(1) On suppose ici 


r = (0! 





2m +1 p 2+i 
Mr, 32 
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. A ‘ x * . 
tiers 72 et» aura encore lieu si ces deux nombres deviennent irra- 
tionnels. 


Si, dans la même équation, on suppose m — 0, 7 — 2, on trouvera 


13 


— 
Î 


ÿ— 7 d'— 2, et par suite 


ES 





F Te Er =5(%-3) 


ne 


En général, si l’on désigne par a et b deux nombres entiers quel- 
conques, tels que les deux équations 


1+x4—=0, 1+z2t—=0o 


n'aient pas de racines communes; si de plus x et 2m représentent deux 
nombres pairs, et que l’on fasse, pour abréger, 


2M HI DU 4 2 En  ! 


an . bn 
on trouvera 


fi 2 dx 
(1+xen)(1 + xt) 





0 











: cos(i— a)9 + cos{1—a)(0— 2) cos(3— 4)6 + cos(3— a)(0— 2 
__oan Sing ( de e ) 
1 + COS 2°) 1+ COS| — 7 
F3 a a 
æ ' a | ; a 
: cos (1 b)6 + cos(1— b)(6 —ÿr) cos (3 — b)0 + cos(3— 6) (9 ne 
 obn sinbO a LE 34 
1+cos(ÿr) 1 + COS 3°) 


la première série devant être continuée jusqu'au terme qui a pour dé- 


nominateur 
* b 


1 + COS(24a —- 127; 


\ F” , . 
et la seconde jusqu’au terme qui a pour dénominateur 


1+ COS(20 — 1) 


TH. 


SI R 





+ 
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L'équation précédente suppose 2m +1 <(a+b)n. Cette même 
équation, ayant lieu pour des valeurs entières quelconques de #2 et de 
n RÉ : : : ue 
5° Sera encore vraie si ces deux nombres deviennent irrationnels. Si 
l’on fait, pour plus de simplicité, » —1, 2m +17, la même équa- 
tion deviendra 


| F aT-\dr 
L (+ zt)(1+ xt) 


cos(! ere cos(}r(r— b) cos(”—* 
a «dt « 





\ 








, 
]rr+ cos mans Li Le b 


_— 
4. 














rs are EE 

Le 24 Sinrr ( \ 30 ) 

} À 1 + COS 2°) + cos( 7 
AE DA a a 

cos(1 2) jai (nt és + cos) (r- b 
: y )T"+ cos +) —a) cos LL pas LA : 

>b Ssinrr as 3 

+ cos(F) 1+cos( 7 


Dans cette dernière formule, a et b sont deux nombres entiers quel- 
conques, mais tels que les équations 1 + à“ — 0, 1 + æ&° — 0, n'aient 
pas de racines communes: r est un nombre positif quelconque, ra- 
tionnel ou irrationnel, mais plus petit que a + b : enfin, la première 
des deux séries qui entrent dans le second membre de l'équation doit 
être continuée jusqu’au terme qui a pour dénominateur 


1+ cos(24— 1) 


al 


Ty 


et la seconde jusqu’au terme qui a pour dénominateur 


1+ COS(20 — 1) 


Te. 


SI à 


Si, dans l'équation (f), on supposait b—o, la seconde série devrait 
ètre supprimée, et la première se trouverait réduite à 

















1— 4 Bt DA —1— a sinrr 
cos TI + COS Tl+...+0Cc0S Tr — : 
a a , a 
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On aurait, par suite, 





ce qui est l'équation d'Euler. 


+ 4 né ’ ’ P ° ® " 
Exemple IV. — Soit, en général, o une fonction rationnelle quel- 


conque de x; la méthode précédente fournira toujours la valeur de 


l'intégrale 


| d 


pourvu que l'équation Q — o n'ait pas de racines égales. Cette mé- 
thode exige seulement que l'on détermine les racines imaginaires de 
l'équation Q — 0; mais elle évite la détermination des racines réelles 
et la décomposition de la fraction 6 en fractions simples, décomposi- 
tion à laquelle on est obligé d’avoir recours lorsqu'on veut obtenir la 
valeur de l'intégrale indéfinie ET par les méthodes connues. 


Corollaire II. — Les mêmes choses étant admises que dans le corol- 


laire FI, si l’on fait 


en sorte qu’on ait 





F(x) 
P it 2? 
et si, de plus, l'équation 
U 
Æ! Re o) 
A Sad 


n'a pas de racines imaginaires, y n'aura qu'une seule valeur corres- 
pondante à la racine 

TETE V— I 
de l'équation 1 + x° — à : et comme on a, dans cette hypothèse, 4 — 0, 


6— 1, la valeur dont il s’agit sera 
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= 
= 
_ 


On aura, par suite, L 





* f(x x es é as 
ITA ECEN EE CT En) | 
On peut donc énoncer le théorème suivant : 


TaéorÈme Il, — Soit f(x) une fonction de x telle, que chaque racine de 





l'équation 


D 


I e L A ve 
FE o soit réelle et corresponde à un facteur simple de la 
Æ 


# 


I 


fonction 7 ET Supposons, de plus, que chacune des parties réelle et 





imaginaire de l'expression 
$( T + Z VE v) 
IL REV ti) 





soit une fonction continue de z qui s'évanouisse pour des valeurs infinies 


positives de x, et pour des valeurs infinies positives de :. La valeur de 





l'intégrale 
a 
$(x 
É ( À dx, 
1+X* . 
prise entre les limites x — — x, x — + x, sera le produit de la moitié 


de la circonference, qui a pour rayon l’untuté, par 


ALTER + É(— ‘ie 1)]. 


" 


Si f(x) est une fonction paire de +, on aura 


et, par suite, 


(41) | Jar) 





Exemples (‘). — Si, dans l'équation (41), on remplace successive- 


(:) Les formules (g), (2), (4), fournissent seulement les valeurs principales des intégrales 
qu’elles renferment. 
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ment f(x) par les fonctions 


SiINax COSAX sina zx xCOSAax 
n 9 Le 2 n 
sinbæx cosbx xcosbx sinbx 








a étant -7 b, on trouvera 














° sinax dx Tr et— ea 
g HS à em) 
È sin bx 1 + x? D e0% pb 
e 
f cosax dx Tet+e-a 
Js CoSbr 1+72 Ge 
** sinax dx Tr et— era 
Pet TETE A TS CE 
“ ÆCOSDE Id tt à eb+e-b 
e — 
f Teosnt : dr … in etes 
| sinbx 1+2? 2 eb— et 





Fr rU 


Si, dans ces formules, on fait «a — o, on obtiendra les suivantes : 


ARE DRE dx Tr 
» r. = — , 
| : sinbx 1 + x? ee tr 


| | A f dx en TT 
3 Jo COSbx Fa te” 








La première de celles-ci était déjà connue (vor les Exercices de 
Calcul intégral, N° Partie, p. 125). 

Nous ferons voir, dans le $ VIT, comment on peut obtenir les valeurs 
des intégrales (g), dans le .cas où l’on suppose b <a, et, par suite, 
dans le cas où l’on suppose b — 0. 

Dans les diverses intégrales qu'on vient de considérer, les fonctions 
sous le signe || passent par l'infini entre les limites de l'intégration. 
Mais on ne doit pas pour cela les rejeter : car elles ont effectivement 
une valeur finie. C'est ce qu'il est facile de prouver par une simple 


transformation. Ainsi, par exemple, si l’on applique à l’intégrale 


Ro dx 
é COST 1 + X° 


la méthode de transformation indiquée par M. Legendre (p. 129, 
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IV® Partie des Exercices), et que l’on représente par R la série 


1 3 5 
(U+a?)[i+(r-—x)] Li+(r+zP]li+ (27 —x)?] cs Li+{(ar+xz)][1+ (37 —-x)? 








on trouvera que cette intégrale équivaut à la suivante 


wIa4 





rf ral dx. 


J, COST 


D'ailleurs, entre ces dernières limites, le rapport ——— ne surpasse 
jamais le nombre 2, et la fonction de x, représentée par R, conserve 
toujours une valeur finie qu'il est facile de calculer. Par suite, l'inté- 
grale 


= 
T—2x 
T —R dx 
, Cosz 


aura une valeur finie, ainsi que l'intégrale 


ST dx 
o COSX 1 + x? 


Cette dernière étant, par ce qui précède, égale à 








T 
PERTE 7.2 
e+- 
e 
on aura 
3: r— ox Ye 
F PP an y nl 
: + COS x I 
mate 


Corollaire III. -— Les mêmes choses étant admises que dans le corol- 
lire [, si l’on fait 
Fix) =1+2t, 


en sorte qu’on ait 


50. 
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. ‘ . Li . . . . 
et si, de plus, l’équation a) o n’a pas de racines imaginaires, 
JT ; 

u n'obtiendra que deux valeurs différentes, correspondantes aux deux 
racines imaginaires 

I I L Rire 

Z= ++ Nr, = —+—ÿ—i, 

V2 = V2 ve: Va 
qui appartiennent à l'équation 1 + x'—o. On aura, d’ailleurs, en 
prenant pour æ une de ces racines, 


Fe) de 











2 PRE pere er = et) 
ne V2 V2 Va: V2 
4V2L 2 Vÿ—1 1 
FRE en 1 — AT — \ 7 
SI — + —V—7T ST — — — | —1I 
Le (& v2 à )+ ( V2" ) 
v2L À . 








Si f(æ) est une fonction paire de æ, la seconde valeur de x sera égale 
à la première, et l’on aura, par suite, 


PR re MN CO EE PEN 
; Fe ou F Les. es ET Er 145 ; v s 
\ \ / 


) 





a far “ Ê 
se LA 1 + x‘ 2 V2 2 


Exemples. — Si l’on remplace successivement la fonction f(x) par 


[l 
——— et par ———; on trouvera 
SsInax ; COSax 


«d «a 


ARE dx EL: ete V 
me - re SL T5 - 9 
, Sinar i+x V2 eavVi+e-2V2 — 2cos(a ÿ2) 
lE) / L L 
(k) { 








a a LL « 
A a Cl 
(Ca e 7) COS — + (av — e ñ) sin — 


| [ 1 LE OR |: V2 V2. 











0 COSAX 1+ x" V2? eav? + e-av? + 2 cos(a V2) 
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Lorsque, dans la dernière équation, on fait a — 0, on trouve, comme 


cela doit être, 


ce qui vérifie l'exactitude de nos calculs. 
On obtiendra de même, en général, les valeurs des intégrales 





°P cosax °? P sinax 
dx, 
La 


Q cosbx pe Q sinbx 


v 0 


PA . à . : RE 
ç étant une fonction rationnelle et paire de æ, et & étant D, ainsi 


que les valeurs des intégrales 


" P sinadr #  P cosax F 
.Duosbe | J, Q bnèzx 
P 
Q 
22 2 4 . 
nous n’insisterons pas davantage sur cet objet. 


étant une fonction rationnelle et impaire de x, et & étant D. Mais 


« 


Corollaire IV. — Si les valeurs de P'et de P” s'évanouissent, quelle 


que soit 3, pour æ — %, On aura, en supposant & — > dans les équa- 
tions (36), fre Di P fra — o;et, par suite, en prenant les inté- 


grales relatives à æ, entre les limites æ — 0, x — +, on trouvera 
“ 


RER # b 
Î P'dx - f p dx — 1k p'dz — A, 
0 0 0 
s b 
| [ P'’dx = — Ê p'dz — A”. 
\ V0 V0 


Si, dans une de ces dernières équations, on parvient à obtenir l'inté- 
grale relative à z, quelle que soit la valeur de z, on pourra en déduire 


les valeurs de plusieurs intégrales définies relatives à æ. 


Exemple I. — Soit 
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m étant un nombre entier positif, on aura 








1 EPS MST (z V— 1)" ie RDS. Li dr sin’z 
p'+ pi = (yen = — 


Par suite, l’une des deux quantités p’, p”’ sera toujours de la forme + 3”, 
savoir, p' si » est un nombre pair, et p” dans le cas contraire. On 
pourra done obtenir, dans la première hypothèse, la valeur de fre. 


et dans la seconde, celle de | p'ds. 


Si l’on suppose d’abord 7x pair et égal à 22, on trouvera 


Par suite, si l’on suppose les intégrations relatives à z faites entre les 


limites 
1-0, :3—n1knr+40b, 


b étant positif et 27, on aura 


[pas = (— 12 C2kr + b}?2rr : 
0 


2(2n +1) 





De plus, si l’on désigne par x +6 — 1 une quelconque des racines 
imaginaires de l’équation e* — 1 — 0, on aura constamment x — 0; et 
si l’on cherche les diverses valeurs de $ comprises entre o et 247 + b, 


on trouvera successivement 


Cela posé, la valeur de A”, déterminée par l'équation (34), sera 





A=—7T S (20,6) = (— 1}r22# mr #1 (a Honi Sins Ten 


— (— 1}7 222 72n+1 S{k2n) : 


Enfin, comme les valeurs de P’ et de P” sont déterminées par 


{l 


4 \ 
Im) 


| 
| 
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l'équation 
Ve ler 


et+zV-1 — ; 


> Pr 00821 Jr et sin 3 
=(x+3v)"( 3 \ Z À 





PE pa 








et — 267 COSZ +1 ) 


*- É 22 4 d , 
si l'on suppose, dans cette dernière équation, : — 247 + b, et que l'on 


fasse, pour abréger, 


et COSb — 1 in et sinb cn ; 
et — 2er cosb +1  ‘? a. 








Et — 26€ COSb +1 


on trouvera 


3 DNA A 
pi Ra | 22 = PRO D oona (kr + b}? +, | 


| a 
Sn "r)(9n #3) 
|  x2—3 (9 kr + b)3 +... |. 
LES / 





2n 
+R, [ana (akr + 0) he 


Par suite, la seconde des équations (43) deviendra 


\ ne 
2n(2n—:1), ' 


. a?" R2 dx gg n(2kr b) [ x?7- ! R, dx — J (2 kr —- b}? [l x?! 2 RH: dx + 
D + I , J E … 
0 


t 0 3 7 Car 


(ak + b}?a2+1 & 
A ol À mg > À Ds b) - — 928p2n+1 S(k22) È 
: … aan +1) 





De même, si l'on suppose 72 impair et égal à 27 +1, la première 
des équations (43) donnera 
Fist) È 2n+1)2n, Fe 
an+iR,dx+{(an+i)(2kr+b) [ a? R2 dx — nn okr+b} | an tR, dx —.…. 
0 0 


1,2 


La 





— 221+1 r2n+2 S(k22+1) | 


={(— 1 


sf : . , \9on+9 
(okr+b})?2r L 
ul \ de / 


é 2(2n +2) 


On peut déduire des équations {/) et (mr) plusieurs conséquences 
remarquables. 
Supposons d’abord, dans l'équation (/), b — 0, on aura 





Ri=0o, he » ; 


Ca 
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et, par suite, si l’on divise les deux membres de l'équation par 2n(2#r7), 
on trouvera ù 








£ —] Die: et — 1] 


| pan Ce = BAR (are fl nie 
0 ; _ 


Mg, 





| = (— pp S(22) É (ak)? | 
” k An(on+i) 


Si, dans cette dernière équation, on fait # —.0, en désignant par 0 
ce que devient alors 
S(A22) 


MURS re | 


e2n 
(— 1)2+1 « 
k 


. 


on aura 


= û. 
Ch n 





lee dx 22n—2 Tr? 


“0 


D'ailleurs, s1 l’on fait successivement n —1, n—2, n—3,..., on 
trouvera, pour les diverses valeurs de 6, les nombres de Bernoulli, 








3035, .... Cela posé, l'équation précédente deviendra successive- 
ment ; 
HE dx SR AM 
À PE ENCE 6: 
0) À et — 1 d 30 





Ces formules étaient déjà connues, et l’on sait qu’elles servent à dé- 
terminer les sommes des puissances paires réciproques des nombres 
naturels. 

Les valeurs des intégrales de la forme 


f< x?n—1 dx 
RE 
0 € I 


étant données par les équations (0), si l’on substitue ces valeurs dans 
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l'équation (x), et que l’on fasse 22 — m, on obtiendra la formule bien 











connue 
S(km)\ — : km+1 D km ms L'jem-1 
at sh) del 2 2 6 
__ mim—i1) {m — 2) Ph 
2.9:4 30 
+ mim—i1)(m —2){m—3)(m— 4) LUN ENS 
: M7 A0 42 


On arriverait encore à la même formule en faisant, dans l'équation (2), 
b—o,2n+1—m,etsubstituant, dans le premier membre, les valeurs 
des intégrales relatives à æ. Cette formule à donc également lieu 
lorsque 72 est un nombre pair et lorsque 77 est un nombre impair. 

Supposons maintenant que, dans l'équation (/), on donne à b une 
valeur quelconque. Les coefficients des puissances semblables de #, 
dans les deux membres de cette équation, devront être respectivement 
égaux; et, si on les compare entre eux, on déduira de cette comparaison 
les valeurs des intégrales 


frtar, far, FR fanrar, 


prises entre les limites æ — 0, æ — +; et celles des intégrales 


fr dx, far FL FRS [arr dx, 


y, 


prises entre les mêmes limites. On pourrait aussi déduire les valeurs 
dont il s’agit de la comparaison des coefficients des diverses puissances 
de # dans l'équation (me). On aura donc, en général, la valeur de l’in- 


fe . et Cosb — 1 d 
x - x 
S à et — 2et COSb+r ? 


tégrale 





dans le cas où 72 est un nombre impair, et celle de l'intégrale 


vs Fe ext sin b 
a sir o € rc dx, 
S e2X — 267 COSb +1 





dans le cas où » est un nombre pair. La seconde, qu'on peut aussi 
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mettre sous la forme 





, | 
1+ 24 COSŸ -4- x? 


i dx{(lx)" 
L 


en faisant b — 7 — 6, et changeant x en /(x), était déjà connue (voir 
les Exercices de Calcul intégral, IV° Partie, p. ro2). Quant à la première, 
si On la divise par le produit 1.2.3...m, elle deviendra équivalente 
aux séries de la page 104, dans lesquelles entrent les cosinus de 
l'angle 9 et de ses multiples. On peut, en effet, la déduire de l'analyse 
qui conduit à la sommation de ces séries. 





Remarque. — Nous avons dit ci-dessus que, dans le cas où, 7 étant 
un nombre pair, on suppose 
xt 
a er — 1; 


la valeur de A” est déterminée par l'équation (34), en sorte qu’on a 
 — S(20,8) ie — 1)2 228 p2n+i SA? à 


Cette détermination suppose qu’on n’a aucun égard à la racine nulle 
. de l'équation 
Cf; 

et, tant que 72 est un nombre entier positif différent de zéro, il est 
effectivement permis de négliger cette racine, attendu que le fac- 
teur æ, qui lui correspond dans le dénominateur de p, se trouve dé- 
truit par un facteur égal du numérateur. D'ailleurs il est facile de 
s'assurer que, dans ce cas, les équations (34) et (35) donnent la même 
valeur de A”, attendu que à,,,, ou la valeur de à qui correspond à la 
racine nulle, se réduit alors à zéro. Il n’en serait pas de même si l’on 
supposait » — 0; car, dans ce Cas, On à À,0 = 1. Dans cette dernière 
hypothèse, 1l faut nécessairement déterminer la valeur de A” par l’é- 
quation (35); on trouve ainsi 


A"—{(k+1i)r. 


Par suite, la seconde des équations (43) se réduit à 


L 2 . 
et sin b 
. = dx = 57 — 50. 
oi dE 





— 26* COSb +1 
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On peut aisément vérifier ce dernier résultat par les méthodes ordi- 


naires d'intégration. 


« 


Exemple 11. — Soit 


TX m 


P — 


AP FARE à 
ef" +1 


on obtiendra, par la méthode précédente, les valeurs des intégrales de 
la forme 
x?n+1 _dæ 
“ ei 


et plus généralement celles des intégrales 


pe “ " LG] 
gant — et Cosb +1 nu e sin b 2. 
: et + 2e COSb +1 x et +aef COSb +1 


n étant un nombre entier quelconque. Mais il est facile de voir que 








ces dernières intégrales rentrent dans la classe de celles que nous 
avons considérées ci-dessus. 


Remarque. — Jusqu'ici nous n’avons fait usage des équations (43) que 
dans le cas où l’on pouvait obtenir en termes finis les valeurs des inté- 
grales relatives à z que renferment les seconds membres de ces équa- 
üons. Mais ces équations conduisent quelquefois à des résultats dignes 
de remarque lors même que les intégrations relatives à 3 ne peuvent 
être effectuées. C’est ce que nous allons prouver par l'exemple suivant. 


Exemple III. — Supposons, comme dans les deux exemples précé- 


dents, 
x 
PT RE: 


Désignons, pour abréger, par 


Ph: hs lk el 5x 
les quatre intégrales 


li RER À 23 pe ækT 1 dx fe ax dx f: æk-ter dx 

M ts A FR DES CR RICO ETC PRUEENCE RNCS EEE 

+ Ge tof nd SE RT TU > PTE vi A En SE | 

Si l’on fait successivement m—1, m—2, m—3,...; que l’on em- 
57. 


h52 | MÉMOIRE 


ploie la première des équations (43) dans le cas où #2 est un nombre 
pair, et la seconde dans le cas où m2 est un nombre impair; enfin que 


l’on prenne les intégrales relatives à z entre les limites 3 —0, 3 ==. 


on aura, en adoptant le signe supérieur dans la valeur de p, 


+ 
| 9 . 
| ne ES Sin Z 
| et 7 = ———————_— 
J, 2(1+C0Sz) 
« 
2 : 
T Sin z 
S2—|-|\r, = | —— 3 dz, 
Ç Jo) 2(1+0c082) 
is 
5 





2 sin z * 
ri — Ps — > 3" ds, 
2{(1+ COS2) 


l3 + Là $ Le 
TRES ', ets 1 
P) Si 2e 2 





) © 0 
% 
T' ‘7\ ? En ù sin z 
[A k T n & ; 
—5,+3|-| r3+3(-— del ue) di == f er ereumeen à M =? 
2 2 2 J, 2(1+0Co0s2) 
Hd T\? F\3 r\4 | din 
| — r53 — 4 —|s, +6[- r3 + { =<) 2 =) n+ps= | ———— 2" dz, 
| 2 + æ 2} J 2(1+0C083) 


Coude, nus ES NN RS ds ter Ristn 0 200 1e NN 0e Dre dre M de Nb A ua Set St NES a Nr VU TN Etes 











| le sinz  ; 
—qu= |) ————d2, 
J, 2(1—c082) 
: -(?) : * sinz d 
0 1 opn PaA boe i = ATEN 7; 
9 y. 2{1—C085) 
- : 
de {Tr T2? … : sin z > 
— r3 +2) s.: “|r Le 324 
q) : Ê see s$, ri y 2(1—C083) è 
à 
- r\? T\ ? sin z 
— 5; —3|[-) r3+3(-) s+|(-)7r: = Ve ST Ada 
2 2: 2 J, 2(1—C0S2) 
Ed 
À 2 
“ r\? T\ ? r\" [ sin z 
/ / 1e 
r5—4|-)s5 —6[-|) r34+A( =) s24+{-) rs — 5 — - 21 dz 
1C) C) +4(?) - ) dE 2(1—C0S3) 


= 
Qc 
© 
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On a d’ailleurs, en général, 


! 


à pr [ RAR: Po 
Pas 12135 (A mere À = 6 SR — 7% +...) 
ok-—1 
qh— > À [l Ph 
(r) { 
Ll 
| TR Ph 


SI 


fa 


J sin z er 
(1 + cosz)” 
, 2(1+cosz) 


dépendent uniquement de la sommation des séries des puissances ré- 
ciproques des nombres naturels et des nombres impairs prises alter- 
nativement avec les signes + et —. Comme on obtient facilement des 
valeurs très rapprochées de ces dernières séries, on pourra en con- 
clure les valeurs des intégrales relatives à z. On peut encore en dé- 
duire les valeurs des intégrales 


fe tangz dz, f= cotz dz, 


prises entre les limites z—0,:— >; où même entre les limites :—0, 


NE 


D IA 


_ 
2 


Si, dans les équations ( p), on remplace, en général, 
pk par 2Âr8, 
on pourra déduire de ces équations les valeurs successives de 


lis Sas Pas Sis 9 
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qui seront ainsi exprimées du moyen des intégrales de la forme 


me NE 
2{(1+ cosz) 


De même, si, dans les équations (g), on remplace 


k 
2 
Qk PA ———7r#, 


de er 


on pourra déduire de ces équations les valeurs de 
Pis S2s las 845 +... 


qui seront alors exprimées au moyen des intégrales de la forme 


De plus, la valeur de 7, peut être déterminée immédiatement par l’in- 
tégration. On a, en effet, 


ne ‘ 
A os —: —5(2). 
à ET HI 


On pourra donc obtenir plusieurs équations de condition entre les 
deux espèces d’intégrales relatives à 3. Par exemple, si l’on retranche 
la seconde équation (p) de la seconde équation (g), on trouvera 





CR ER NC RP RE D NU Ne à 2 NT SIN ES EN EN CT EU EU NS M D MU Fe 
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La première des formules précédentes était déjà connue (xoër M. Le- 
gendre, Supplément à la premiére Partie du Calcul intégral, p. A3). On 
peut aussi la mettre sous la forme 


et l'on peut encore en déduire l'équation suivante 
f (arccotzx}? dx — rl(2). 
0 


Corollaire V. — Si les fonctions 
Fear” 


s'évanouissent pour z — +, quel que soit x, en faisant bd — + dans 
les équations (36), on aura 


j P'ds: 0, [ P’ dx — 0: 
0 LA 


0 


et, par suite, en prenant les intégrales relatives à = entre les limites 
3—0,7—%, On trouvera 


£ p dx — A’ = P° dz — p'ds, 

0 0 0 

| et P' dz — p' dz. 
0 


\ 


Si p est une fonction paire de x, on aura p’— 0, et, par suite, la 
première des équations précédentes sera réduite à 


(45) [ p dx = P” dz + À’. 
v0 0 


Exemple. — Soit . 


PU CÉSTS LUS 
(sinæ }* 
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On aura 


























à OMS e”?2: e2z +23 
243 Sinx : (at 22) | cosæ— 1) 
>’ cn | 4 
I Le? + e-?z 2 À 
| _ cos?æ) 
2 
2z —923 23 23 
s ef —+- ) 0 e: Rue . 
223 cosx —1)]+(x?— 2?) sin x 
—P —=2 3 12 2 ) 
e?+ e 2: - 
( TAN cos2z) 
2 
ps (Eh 0 
re nr RUE , Dane 
P (ez erz} P 





Si d’ailleurs on suppose la seconde limite de x plus petite que 7, on 
aura ÀA'—o, A’—o; et, par suite, en admettant les valeurs précé- 
dentes de P'et de P”, on aura 


La dernière des équations précédentes s'accorde avec diverses for- 
mules trouvées par Euler. Quant à la première, si l’on y suppose l’in- 


La Ld « Lé . L gt 
tégrale relative à æ prise entre les limites &æ — 0, æ —°; on aura 


LA 
# 


P’— +7 nue 
17 (ez + e-z}?? 


et, par suite, 


u2 


7 7Z 1 à x? 
pe ne le sp En), 
VE) Î (er+e-:}? (sinæ}? Fr 10 


On peut vérifier facilement ce dernier résultat au moyen d’une inté- 


gration par série. 


Corollaire VI. — Si les valeurs de P’ et de P” sont indéterminées 
pour certaines valeurs de x et de 3 comprises entre les limites des inté- 
grations, les équations (11), (12), (13) et (14) du $ LU (F"° Partie) de- 
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viendront inexactes. Mais on trouvera facilement, par la méthode ci- 
dessus exposée, les corrections qu’il faudra, dans ce cas, leur faire 
subir. 

Ces corrections sont déterminées par la règle suivante. 


Soit See TS que devient la fonction de x, 
px”, 


quand on y remplace x par æ + 3 ÿ—1. Soit, de plus, A! la valeur de 


L. DE de dx dz, 


et À,, la valeur de A” relative à l'intégrale 


fe k b dt 
pa: 4 6’ 9z 


On remplacera, dans les équations (11), (12), (13), (14) (F° Partie), 


Î prima: par Î p'emas + ne: 
". 


“6 


" p’z"dz par. [ p"z" dz — A!,. 
0 -_v6 


Exemple I. — Soit 


A' relative à l'intégrale 








l'intégrale 


et l'intégrale 





Supposons que l’on intègre, par rapport à æ, entre les limites 8 — 0, 
æ—="®, et, par rapport à z, entre les limites z — 0, 3 — b < 27. Enfin 
désignons comme ci-dessus par g, l'intégrale 


Le tue 
1 


né 





Si l’on fait successivement 


MEET MA, MTS ..., MEN) MS=dR +, 
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les équations (11) et (r4), après avoir été corrigées, donneront 





| qu et sin b T à 
| : dx = - — {b, 
He e2? — 2e? COSb +1 2 d 


| 
& et cos b — 1 | T 
; x dx =—-b+fb?+q 
d. er 2e COB0 HI 2 ; 








et sin b T 
- x?dx =—-b?+4b3+9q2b 
et — 2e COSb +1 à ’ Léa 


et COSb -- 1 
z 
TZ 2et COSb +1 





12 


€ 





et, en général, 


. et sin b N 
| a?r dx 
À e2?t — 2e? COSb +1 














\ rs (— 1)7 La b22 — Pure binEt— onb?r-1 q2 
/ ‘4 2(an+i) 
US PT 
on(on—1){(on 2lpon-sq, 
3,3 | 
on(an—1\(on—v2(an—3l(on—4) . ; 
—— = a e 6 PE 
1.2.3.4.5 ” 





e?2t — 2e? COSb +1 


e Fn un 
Je et cos b L x2n+ dr 
0 


I 


| b2n+2 — (an 2j 1)022q 
2{(an +2) 


—_— (— 1}e+t Ë DIRES 
F2 


(on +r\an(san —1;) 


| ue - 3 b2r 2 gs 








F2. 


(on +i)on(an—1)\{(an—2){an—3) 


| a RENE NE gum Ces 





Si, au lieu de supposer 





et — ] 


on eût supposé 


P nie 


et +1 


on aurait obtenu les formules données par M. Legendre (IV* Partie des 
Exercices de Calcul intégral, p. 104). 














A / 
// re 
| . 
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Les équations (e) déterminent les valeurs des intégrales Nan, © 
is ex sin b ? et COSb — 1 ps 
x? dx x?2n+1 dx 
if. et — 2e? COSb +1 é . et — yet COSb +1 « 
en supposant connues les valeurs de g:, g,, ..., c'est-à-dire, des inté- 
orales 
“à x dx e æ3 dx 
? ? 
RE RU ie, 


Nous avons donné plus haut les valeurs de ces dernières. Mais on 


pourrait les déduire immédiatement des équations (#). En effet, si l’on 
suppose, dans ces dernières, b 





7, On aura généralement 





xs et sinb 
_ x? dx = 0, 
si -naer COS. + 1 
et, par suite, 


RAT 
D res 
2 2 
73 T3 
O0 += +2qT 
2 6 bis 
T° Lo A 3 
À Et de ic 
À } 


MRC RE 9 die Vis © 9 fie à © sv: 0 à 


Exemple II. — Soit 





on déterminera facilement, par les méthodes précédentes, les valeurs 
des intégrales 


® 
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et celles des intégrales de la forme 








LE 5 3 © a . 
PRE (ex — ex) cosb ge (eï + e-*) sin b r 
et — 2 COS2b +e-?t “? EX — 2 COS2b + er  ? 
0 0 


b étant 7. On trouvera, par exemple, 


“ T 22 11 
——— dx = _ <#?, 
: ex — ex 4 6 














k—1 
2 
et si l’on désigne, en général, Le pe dx par {,, on aura encore 
Éd — Lt _ 
(et Res | cosb a2n+i dx 
ee Enr, æ 
/ Lie | QUE 1) PRRI2RT 1) 
= (— p}#+1 EE (an +i)b22t + ns ( l'pan-2 y, 
F,:2:9 


(2n+2)an(an—:1)(2 
LR. 


ba Le +... À; 





n—2)(2n—3) 
5 





ei E L \ 04 
(eï + e-+) sin b RE P 
o e—2 COS20 + e?x 


on(2n—1)(2n — 


2) 2n-3 
12.9 b . 





— {— 1)" E b2r — onb2r-1 La + 


on(an—1)(2n—2){(2n—3)(2n—4) 
e 1,2:3,4:5 4 re 





Au reste, on déduit facilement les valeurs des intégrales précédentes 


de diverses formules trouvées par Euler. 


Exemple III. — Soit 


fix)= ax + bas + cxi +. 
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une fonction impaire et entière de æ. Si l’on fait 


I I 


pen | 


PT Fer fles) ae —e)+blet—e#)+.. 














on aura 
ke aler — ex) cosz + b(eix — e-3x) cos3z +... EC 
 faleï— ex) cosz + bleir— ex) cos32+...P+[a(er— ex) sin z + b{eir— et) sin3z+... 
p”— a(et— et) sinz +b(eit— e-3r) sin3z +. 
— [aleï— e-+) cosz + bleir— 3x) cos 33+... + Taler— ex) sin z + bieït— ex) sin3z+... |]? 
p' ape p" FAR 1 ; . 
: 2(a sinz + b sin3z +...) 


Si, de plus, on désigne par B’et B” les corrections à faire aux se- 
conds membres des équations (r1) et (14) (PF Partie), on aura, en 
admettant les valeurs précédentes de p, P' et P”, 


an —1)(2n —2) 


: ! S ! « 9 n— ( 2 Fi 9 n—: l 
2 1 + 2n—1 Er a 7 2 22—3 dé 
| | P TL L dx — B [ PX dx x = PX EC +... 


0 dE V0 





(w) « 


0 
x Tr \ T 
on(on—1\(2n—2) . 
ë. P’ 222 dx =B"—on2 | px?" dx + : - 2 [ pr?" dx +... 
t:2: 
0 (e] 0 





Supposons maintenant que l’on doive intégrer, relativement à x, 
entre les limites x — 0, æ — +, et relativement à z, entre les limites 
TC 


= 6,;3— n On aura généralement 


LEZ 
| P'x?2-1 dx — 0, 
vo 


et, par suite, la premiere des deux équations précédentes se trouvera 
réduite à 


_ an—tiians 2) ET" 
o — B' + [ px? dx — 1 (£) É pæ?n-3 dx +... 
: 1.2 2 : 


Si, dans cette dernière, on fait successivement n=1,Rr—=2,n—3, .……, 





on obtiendra une série d'équations qui détermineront les valeurs des 
intégrales 


J px dx, Î prdz, | px dx, 
0 vo 


we 
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Si, au lieu d'intégrer, relativement à z, entre les limites 3 — 0, 
3 — =) on intégrait entre les limites 3 — 0, z — 7, ou même entre les 
limites z — 0, 2 — #7, k étant un nombre entier quelconque, on aurait 


P’ x? dx — 0, 
"0 : 


et, par suite, en faisant successivement z — 1, n — 2, n—3,..., dans 
la première des équations (#), on obtiendrait encore les valeurs des 


Î pdx, [ pasdz, | paÿ dx, 
0 


Tv 0 0 


intégrales 


Pour que cette dernière méthode réussisse, il n’est pas nécessaire que 
f(x) soit une fonction impaire de x; il suffit qu’elle soit entière ou 
même rationnelle. En général, cette méthode est applicable toutes les 
fois que, p' étant nul ou constant, P” s’évanouit pour certaines valeurs 
de z. [Test aisé de s'assurer que ces deux dernières conditions seront 
remplies si l’on donne à p l’une des valeurs suivantes : 


__a+é6(er+e-rx) +y(er+e-2r) +... 
_ a(eï— et) +b(ez—erx) +... 





alex — ex) + B{e?r — ex) +. se 
— , 


P— a + b{ext + ex) + c[er + er i+. ; 





der a+be-t+ce-t+.,.., 
x CN 3 A PE b(ex + E7) + ete ait +, : 2 





dE Aer + bér2x +... 
PT ae —er)+o(er—ev)+.. 





2, 6, Ys:.., 4, D, c,... étant des constantes arbitraires. Il est toute- 
fois nécessaire de supposer que chacune de ces valeurs de p s’évanouit 
pour æ — ©. 

Par des raisonnements semblables à ceux qu’on vient de faire, on 
prouverait que l'équation (13) (1 Partie) fournira les valeurs des inté- 


[ rar, [ patax, Î padz, FE 
0 0 ns | 


grales 
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si l’on donne à p la valeur suivante : 


1 on 6(ex + e-*) + y(e2r + er 2x) ah 
a+ b{ex + es) +- cles + et) +. 





p=— 


VI: 


SECONDE APPLICATION, POUR FAIRE SUITE AU S III DE LA PREMIÈRE PARTIE de 


Considérons d’abord les équations (15) du $ HI (F'® Partie). Si les 
quantités P’, P”, renfermées dans ces équations sous le signe f° de- 


viennent indéterminées pour certaines valeurs des variables comprises 
entre les limites des intégrations, ces mêmes équations seront inexactes. 
Pour les corriger, il suffira d’ajouter respectivement aux premiers 
membres les valeurs de A’ et de A”, déterminées par les formules (33, 
(34) et (35). Seulement, dans ces formules, le signe S ne devra s'é- 
tendre qu'aux valeurs de x et de 6 pour lesquelles les deux quantités 


; 02 2: aë 
XHS, 2=—, 
Fr: œ 
se trouvent comprises, la première, entre les deux limites de +, et la 
seconde, entre les deux limites de z. 


Les valeurs de A’ et de A” étant déterminées, comme on vient de Île 


(:) Les équations (15) et (21) de la première Partie étant corrigées, comme il est dit dans 
ce paragraphe, pourront être renfermées dans les deux formules 


/ TL 


| (a+ zy—31) F. fax + a) de — a [7 fra de 


(X) au 
| = 2 y—1 l fax + xs) ds — (A'+ A°y—i), 
«0 
[an flr(c0s4 + ÿ—1sint)zx] dx 
(Y) . 





cosnk — ÿ/— 1 sinrk : , Er 
re en | f æn1 f(x) dx — À — À V me. | , 


0 
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dire, il suffira, pour corriger les équations (16) (1° Partie), d'ajouter 


respectivement aux seconds membres de ces équations les quantités 


— APT AE: AA EN'S 
“ : ; : : , 
a? + 3? a? + 7? 





Enfin, pour corriger les deux équations (21) (F"® Partie), il suffira 
d'ajouter au second membre de la première 


— A" Sinnkt — À’ CoSAF 





D 
/ 
2 


(a? + b?) 


et au second membre de l’autre 


— À" cosnk + A' sinnk 
? 
[21 


(a? + b2} 





k désignant toujours le plus petit des ares qui ont pour tangente 2. 


Exemple. — Soit 





Si l’on suppose 2 > 1, on aura A’— o, A”— 0; et, par suite, les équa- 
tions (21) (I Partie) donneront immédiatement 














| À > et cosbx — 1 j cosnk fe an dx 
2 F à ; 
À et Haer COSbX +1 , de ue RE 
(a? + mp 
= \ nd TX «i j 2 phn—1 
| Sa et sinbx : sin nk | an dx 
x se ; 
A et + 2et COsSbx +1 | Lt © us 
(a? + b2}? 


. 0 
k étant le plus petit are dont la tangente soit égale à = 


Lorsque » est un nombre pair, les valeurs des intégrales 
I 
” ani dx 
 _— a 0 | 


sont connues. On pourra donc obtenir, dans le même cas, les valeurs 
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des intégrales 


ze ae , . 
et COSbx — 1 s et sinbx 
f ant — dx, À an! dx. 
0 








J. et Laer COSbx +1 et Laer CoOSbx +1 


VIT. 


TROISIÈME APPLICATION, POUR FAIRE SUITE AU $ VI DE LA PREMIÈRE PARTIE (!). 


Supposons que les fonctions Q', Q”, renfermées dans les équations 
(33) du $ VI (I Partie), deviennent indéterminées pour certaines va- 
leurs de x et de 3 comprises entre les limites des intégrations. Alors 
les équations (33) seront inexactes. Désignons à l'ordinaire par A’ et 
A" les quantités qu’il sera nécessaire d'ajouter aux premiers membres 
de ces équations pour les rectifier. Concevons, pour plus de facilité, 


’ . I . . AA 
que l'équation er n'ait pas de racines nulles ni égales entre elles: 


et soit x +6y— 1 une racine de cette même équation, 6 devant être 
nul, lorsque la racine est réelle. Si l’on détermine les valeurs de à et 


(!) En corrigeant les formules (33), (34), (35), de la première Partie, comme il est dit 
dans ce paragraphe, et posant 


f(x) = q cosr + ÿ—1q sinr, 


on obtiendra diverses équations, desquelles on déduira immédiatement la formule (L), éten- 
due au cas où la fonction f(x) devient imaginaire. On en déduirait également les formules (S) 
et (U), en prenant 


q Cosr = p{r) F(z) 


» qsinr = (x) 





F(x) 


Si l'on suppose en particulier 7 — ax, on verra la formule (S) coïncider avec l'équation (52), 
et la formule (U) avec l’équation (53). Dans la même hypothèse, si l’on fait q = =: 


F(x) 
la formule (L) deviendra 


(Z) fe" (x) dx = 2ry—1 sertie f(x sh À Ârn a 


F(x) F(x+6y—:1) 





Cette dernière peut remplacer à elle seule les équations (52) et (53). Il est bon de rappeler 
que chacun des termes indiqués par le signe S doit être réduit à moitié quand la valeur 
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de y par les équations (16), ainsi que les valeurs de + et à par les équa- 
tions (26); si, de plus, l’on désigne par 


Àu,8, l4,6» Ya, 6 0u,6 
les valeurs de 
À, Le Vs 0 


qui correspondent à des valeurs positives de x et de 6, et que l’on rem- 
place, dans cette notation, + par zéro, lorsque x devient nul, et 6 par 
zéro, lorsque & devient nul; enfin, que les valeurs extrèmes de x et 
de z soient positives, et ne rendent pas indéterminées les deux fonc- 
tions Q' et Q”: on aura toujours 4,9 — 0, et, par suite, 


(46) A'—[2S(yacua,6 — du,6ka,6) + S(y0,610,6 — d0,600,€) — S(da,0Âx,0)]T; 
(47) A"—T[28(y,6 2,6 Ea ne dx,6Lu,6) QE S(y0,6À0,6 a 5 00,6 120,6) ES S(72,0À2,0)] 


le signe $S se rapportant à toutes les valeurs positives de « qui se trou- 
vent comprises entre les limites des intégrales relatives à æ, et à toutes 
les valeurs de 6 qui sont comprises entre les limites des intégrales 
relatives à z. 

Si l'équation = o avait une racine nulle, la valeur de A’ serait en 


, F2 


général infinie. Mais, dans ce cas, la valeur de A” resterait finie, et 


correspondante de 6 s’évanouit. Alors aussi l'intégrale définie qui compose le premier membre 
de la formule (Z) doit être réduite à sa valeur principale. 
Si, dans l'équation (Z), on pose successivement 








S(x) } FA F(x) . 
1 van 9 x _ EF ? 
FIX). ar AE) Er 
on en tirera les formules 
Fr COSAx r | *? æsinar Fr 
——— dx = -e-ar, ——— dx = -e-ar, 
L?.+ 72 > ZX? + rt 2 
0 0 
# rCOosar r ?? rsinaæx r 
—— dx = —- sinar, ——— dx = - Cosar, 
9 : 27 2 + PE, Mimi a 2 


dont les premières ont été données par M. Laplace, et les dernières par M. Bidone, géomètre 
italien. 
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serait donnée par l'équation 


[| A"—[28(7yx,6À2,6 + du,6uu,6) 
(8) 
+ S (Yo,6 0,6 + d0,6/20,6) ni S(yx,0 Àx,0) Dei 270,0 20,0 ]7. 


Corollaire I. — Supposons, comme dans les équations (38) 
(Fe Partie), 


= Fix) nm E 
les équations (26) donneront, 


| silona z>0, 60, 


Jag = e 46 cosaa, Ùdu,6 — e 6 sinax;: 


si l'ona a >0o, 6— 0, 


Le 
KO 
No 
Er 


Ja,o — COSA4, x, — Sina a; 





si l'on a a —0, 60, 


|  _a8 à 
À Y0,6— 674%, 09,6 —0. 


Supposons, de plus, que Q’ et Q” s’évanouissent pour des valeurs 
infinies positives de la variable z. Si l’on intègre, relativement à x, 
entre les limites æ — 0, x — + , et, relativement à z, entre les limites 


z—0,3—%, la première des équations (38) (F Partie) deviendra 





[ q cosax dx —[2S{y1611,6 — dx6hx,6) 
0 


g'e-a da. 


m2 S(7Y0,6140,6) TE S (02,0 Àz,0)]T a £ 

: LE à 

Si, au lieu d'intégrer, relativement à æ, entre les limites x — 0, 

æ= ©, On voulait intégrer entre les limites x — — +, æ—o, on 
trouverait, en raisonnant comme on l’a fait ci-dessus (S V), 


ET 
| [ q coSax dx —[2S{y_u6pu,6 — à 4,646) 
EI EN Pre 


| + S(V0,6140,6) — S(d_x:0 À_4,0)]T + Ê g'eraz dz. 


v 0 


59. 
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En ajoutant ces deux équations, on trouvera 
(52) . q COSax dr = [2S(y+x,61+1,6 + dtx,6/+2,6) FA S (dx 02+2,0)[Ts : 


les valeurs des quantités y, à étant déterminées par les équations (48), 
et le signe S se rapportant à toutes les valeurs positives nulles ou né- 
gatives de x, mais seulement aux valeurs positives de 6. Cette dernière 
équation est analogue à celles que nous avons trouvées ci-dessus, $ V, 
n° (39). 


On trouvera de même 


(53) [ q Sinax dx —[28S{yix6)4%,8 + da 6U+n.6) + S (Yes, 0 tx 0)]T. 


Si g est une fonction paire de æ, l'intégrale f g Cosax dx aura 
0 
pour valeur la moitié du second membre de l'équation (52). De même, 
la moitié du second membre de l'équation (53) donnera, si g est une 
fonction impaire de æ, la valeur de l'intégrale : q Sinax dx. 
0 
Exemple I. — Si l'on fait 


! 
1 + x? 


* COSax T 
—— dx = -e-a; 
AE Le qu 2 


q4 — 


? 


l'équation (52) donnera 


et si l'on suppose 


r ou 


l'équation (53) donnera 


x Sinax T 
a dx = -e-a, 
é RS mt: “dr 2 


Ces formules sont bien connues. 
; } 


; Le he : é à : 
En général, si Q "eprésente une fonction rationnelle quelconque 


de +, les formules (52) et (53) fourniront les valeurs des intégrales 


27 ) LEA } 
[ — COSax dx, | — sinax dx, 


V0 Q ‘0 Q 
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, : é 2 : P k 
sans que l'on soit obligé de décomposer la fraction + en fractions 
simples. La méthode précédente exige seulement que l’on détermine 
les racines de l'équation 
(se. 
Exemple 11. — Soit 


L 





> — . 
1 (1 + x?) sinbx 
L'équation 

(1+ x?) sinbx — 0 


se décomposera en deux autres, savoir, 
1+z?—o et sinbx—o. 


La première de celles-ci donnera 


Y—=et, À, 0—=0, p—0o. 


Par suite, la partie correspondante du second membre de l'équation 


(53) sera 


. e —a 
— IT — 





Quant à l'équation sinbx — o, elle donnera 


kÆ étant un nombre entier positif, nul ou négatif; et, par suite, 


a \ 
7= cos (kÿ , ÀA=(—:1)# ,  — 0. 
? ) b(i+ par) 





Ainsi la partie du second membre de l'équation (53), qui correspond 
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aux racines de l’équation sinbx — o, sera 








ul + 
: 1 3 + 4 Te Je En | 
b2 x 4 b2 s 9 b2 £ 
Si donc on fait, pour abréger 
cos ) OS ns TT É- r) 
b (8 Eu TT cos + T . 


on aura 





MU AR CR 2Tp 27e-4 
_.Sindz i+az?  b | 


ou, ce qui revient au même, 





“sinax dx = Tr é—ù 
: = — 5 R—-7T-—. 
Ù sinbx 1 + x? 2 b b : 


On a d’ailleurs, en supposant a << b, 


*sinax dr Tr ed— ea 
; sinbx 1+zx?2 2 eb — e-b° 


on aura donc, dans la même hypothèse, 





\ Me TELE VAPEUR 
(7) À! Pen : ( b 


D'ailleurs il est facile de voir que la ne de R restera la même, si, 
b ayant une valeur constante, le rapport se trouve augmenté ou di- 
minué d’un nombre pair quelconque. Par suite, si, & étant >> b, on 
désigne par 7 la différence absolue qui existe entre le rapport - T et le 
nombre entier le De voisin de ce rapport, on aura, en général, 


fie ste L) 
\ , 


AR ETES d 


LI 
2 
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d’où l’on conclut 








fo mes dx _nrerb+e-rb_ 2e-a 
sinbx 1+zxz? 2 eb— et 


È. 


On obtiendra de même les valeurs des quatre intégrales que nous 
avons considérées ci-dessus, $ V, corollaire IT, quel que soit le rapport 
des quantités & et b. Il est seulement nécessaire d'examiner si le 
nombre entier le plus voisin de la fraction < 53, St pair où impair, et si 
ce nombre est inférieur ou supérieur à la fraction dont il s'agit. Ainsi, 
par exemple, si l’on suppose que ce nombre soit pair et inférieur à la 


. «a , . , \ 
fraction => en représentant la différence par ?r, on aura (!) 








l f: cosax dx _rebr—e-br+3e-a 
COST 1 + x! 2 eb+e-b 


er +e br 2e 


et — e-b 








1e sinax. dx 
y 


sinbxr 1+ 7x2 








? 


Æ COST 1H 22 2 eb+e-t 


°æcosax dx er — e-br+oe-a 


sinoxr 1+x? 








l f" sinax dx x ebr+e-br_ 26e-a 


éd Le 6 


CR] 


Si, dans ces diverses équations, on suppose à très petit, on aura, à très 
peu près, 


sinbx —0xr, et —e-b—ab, efb—1, e*br—:1, 


et, par suite, 








dx T 
COSsax - = -eTa, 
FT* U 
e 
sinax dx LT, 
ZE ee [D ei ea) 
à 1+ x? 2 


ce qui s'accorde avec les formules connues. 


(1) Les formules (2), ainsi que les équations (g), (A), ..., fournissent seulement les va- 
leurs principales des intégrales qu’elles renferment. 
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ce j ie à dune : 
Si le nombre entier le plus voisin de la fraction 35 était impair, au 


lieu d'être pair, 11 faudrait, dans la première et la troisième des équa- 
tions (x), changer le signe de chacune des deux quantités e?”, e-?"; et 
: A . . " . # N . a 
si le même nombre entier, au lieu d’être inférieur à la fraction TS 
2 


lui devenait supérieur, il faudrait changer encore, dans la première et 
la quatrième équation, le signe de ces deux quantités. Par suite, il n°v 
aurait rien à changer dans la première, si les deux hypothèses précé- 
dentes avaient lieu en même temps. 

L'analyse qui conduit aux équations (3) fournit aussi les valeurs des 
quatre séries suivantes (!) : 























sin sin 3 0 sin 5 : r em em 
1 + m? 9 + m? 29 + m? D AR UNS 3m ? 

cos 0 COS 2 0 cos 39 I r em + e-lm 
t+ nm? 4 + m? 9 + m? 7 2m? 2m enT— 6e MT 

cos 0 1 Cos30 er cos59 Mo r  etm+e-tm 
(+ mm? 3 g+m? 5 25.+ m? 7 fm? Am? Snm, sm? 
sin ÿ 2 Sin 20 és 3 sin39 r em — e-îm 
1 + m2 4 + m? 9 + nm! 72 etiT —e-mT 


On déduit facilement de ces quatre séries tous les théorèmes connus 


(1) Les séries dont il est ici question, et beaucoup d’autres, peuvent être données direc- 
tement à l’aide de la formule (O0). Ainsi, par exemple, si l’on pose 
(x) Cos0 x 
Fix) (m2+4x?)sinrz 








on tirera de la formule (0) 


T 











= O, 


fr 200080 COS 2 9 cos 39 em + e-tm 
(a | 1H os REC. 9 + ni F ) si DHAEE GT PT) 
ce qui s'accorde avec l’équation qu’on obtient en égalant les deux valeurs de R. 

Au reste, il est facile de voir pourquoi l'analyse dont nous avons fait usage dans le $ VIi 
nous à conduits à la sommation des séries dont nous venons de parler. En effet, les for- 
mules (z) sont tirées des équations (52) et (53) comprises dans la formule (Z) ou (LE). Au 
contraire, les formules (g) du $ IV ont été tirées de la formule (39) ou (N); et comme, pour 
déduire les formules (L), (N) l’une de l’autre, il faut nécessairement avoir égard à l’équa- 
tion (O), il est clair que la comparaison des formules (g) et (2) devait nous ramener à la 
considération des séries qui peuvent être sommées directement à l’aide de l'équation (0). 
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sur la sommation des puissances réciproques des nombres naturels et 
des nombres impairs. 


Corollaire II. — Désignons toujours par A’ et A” les corrections à 
faire aux seconds membres des équations (38) (1° Partie), dans le cas 
où Q'et Q” deviennent indéterminées pour des valeurs des variables 
comprises entre les limites des intégrations. Concevons, de plus, qu'on 
intègre, par rapport à æ, entre les limites x — 0, x — =) et, par rap- 
port à z, entre les limites z —0, : — x. Les équations (38) devien- 
dront, si l’on suppose a — 1, 


é l 


| f q cosx dx = Q' eds | g"e-z dz + À’, 
0 0 “0 


2 œ œ 
+ q Sinx dx = | Q'e-: dz +f g'e-:dz + A”, 
\ 0 a 


1% 4 


(54) 


0 “0 


et, si l’on suppose a — 2, 


LC q cosaæ de —— | Q'er?z dz — ‘ ge? dz + À’, 


"0 


#14 


(55) 
dr . q Sin2x dx -— pe Q' e-?: dz + ' ge”? dz + A”. 
“’0 


Dans ces équations, A’ se trouve toujours déterminé par la for- 
mule (46), et A” par les formules (47) ou (48). 


Si g est une fonction paire de x, on aura g’— 0; par suite, la pre- 
mière des équations (54) se trouvera réduite à 


(56) f q Cosx dx — [ Q'e-:dz + À, 


et la première des équations (55) à 


2 = 
(57) [ g Cos2x dr — — [ Q'e-2z dz + A. 
0 vo 
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De même, si g est une fonction impaire de æ, on aura g — 03 par 
suite, la seconde des équations (54) se trouvera réduite à 


WI 4 


(58) q Sinx dx — [ Q'e-z dz + A”, 
V0 


0 


et la seconde des équations (55) à 


w1a 


(59) f q Sin2x dx Q'e-?z dz +- A”. 
0 


J 
Si, dans ces quatre dernières équations, on parvient à obtenir les va- 
leurs des intégrales relatives à z, on en conclura celles des intégrales 
relatives à +, et réciproquement. 


Exemple I. — Soit 


X 


PEER 


sin x 
Comme les limites des intégrales relatives à + sont o et … on devra 
, T , 
supposer, dans Q'et Q”, æ — =: Cela posé, on trouvera 


! 


Z\—1 
ve 2 A V— | — - * 
sin | © +305) 


+ 





ez dz 


z 2 
T TS 
Arte de rh Q dr | ee 
ra AE nd ‘tt Ces 
0 0 


On aura d’ailleurs A’ = o; et par suite l'intégrale (56) deviendra 





w}a 


'È 2 Te tel) 


Ho 
Cette intégrale a été donnée par Euler. Nous l’avions déjà obtenue 
dans le $ V, mais par une méthode moins directe. On obtiendra de 


même, en général, la valeur de l'intégrale 


w}a 





f (a + 8 cos2r + y coS4x +...) COSX 
a sinx + b Ssin3x + c sin5x +... 


La 
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2,6, %,..., @, b,c. ..., étant des constantes arbitraires. On aura, en 
effet, en vertu de l'équation (56), 


% 








2 \ 
f (a + 6 cos2x + y cosfx +...) cosxr ’ 
xd 
à a + b CoOS2x + c COS4x +... 
TA "?[aa—6le:+e-2:)+yleiz+e-iz) —...1e-zdz 
Le Din die teti- nie has)telesrets})—... 


On peut d’ailleurs obtenir facilement la valeur de cette dernière par 
les méthodes d'intégration connues. 


Exemple II. — M. Poisson est parvenu à déterminer la valeur de 
l'intégrale 


LE 








sin2 x 
x dx. 
o a+ COS2x% 


On peut déduire immédiatement cette intégrale de l'équation (59). 
On obtiendra, en général, par la même équation, la valeur de linté- 


grale 


wIA 


x dx; 





(a +6 cos2x + y cos4x +...) sin2x 
À a+ b cos2x + c cos4x +... 


2,6, y, ..., à, b,c,..., étant des constantes arbitraires. 

Dans les deux exemples précédents, il est nécessaire de supposer 
que la fonction g ne devient pas infinie lorsqu'après avoir remplacé, 
dans cette fonction, x par = HzV—i, on suppose 3 — x . Néanmoins, 
si le contraire avait lieu, on pourrait encore obtenir les valeurs des 
intégrales relatives à æ, en substituant aux équations (54) et (55) les 
équations semblables qu'on déduit des formules (38) (I Partie), en 
supposant successivement, dans ces dernières, a=3, a=4,a—5, ..…. 
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PREMIER SUPPLÉMENT, 


DÉVELOPPEMENTS RELATIFS A LA SECONDE PARTIE 


DU MÉMOIRE SUR LES INTÉGRALES DÉFINIES (!). 


PREMIÈRE QUESTION. 


Déduire des formules obtenues dans le Mémoire la valeur de ! ‘intégrale 


u2 
‘æ sin2æ dx 
, A+Cos2x 
Solution. — q étant une fonction impaire de æ, et 


Q'+Q”V—1 


étant ce que devient g lorsqu'on y substitue : + 3V— 1 au lieu de >, 


. 


on à, par la formule (59) de la seconde Partie, 


ni À 
J q Sin2x dx — [ Q'e-2z dz + A”. 
0 


ne 


Dans cette même formule, la valeur de A’ est déterminée par l’équa- 


(1) Les deux Suppléments qu’on va lire sont ceux dont il est parlé dans le Rapport, et que 
l’auteur avait composés pour répondre aux observations faites par le rapporteur. Il est essen- 
tiel d'observer que plusieurs des formules établies dans ces Suppléments renferment des inté- 
grales définies dont les valeurs générales seraient indéterminées, mais que l’on suppose 
réduites à leurs valeurs principales. ° 
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tion (47); et les valeurs de +, à, sont données par les équations (49), 
dans lesquelles on doit supposer a — 2. 

Pour appliquer la formule (59) à la détermination de l'intégrale 


x Sin2x 
a + b cos2x 





’ 


a 1a 


on fera 
Rp ce x ; 
IF) __a+b cos2x? 








et l’on aura par suite, 


EL th zÿi 
aeoa(r + 25) (ET 





Q' + Q” ÿ— = 


n 


1 





EN LA 


Cela posé, si l’on fait e** = u, on trouvera 


0 
” u du 


212 Le 
ne d« 
| Q'e-?z dz — - È ° 
2 J, U*—2au+i 


y 





Si l’on veut que cette dernière soit prise entre les limites u — 0, u—1, 
elle changera de signe, et l’on aura, en conséquence, 


20 1 
u du 
| Q'e-?z dz = — Î : ; 
; Je +au +1 


ce qui réduit équation (59) à 





SES 


21 


? x sin2x r u du 
(A) f M de = AT | EE 


a + COS2X 2 ,/, .u*—2au +1 





Pour achever le calcul, il est nécessaire de distinguer deux cas diffé- 
rents, suivant que la quantité désignée par a est inférieure ou supé- 
rieure à l'unité. 

Premier cas. — Supposons d’abord a 1 : le système de valeurs 


de x et de 6, pour lequel la valeur de x se trouvera comprise entre les 
limites o et 27, sera, eh vertu du $ I (exemple VIT), déterminé par les 
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équations 
(B) a —+arccos(— a), 8—0o. 


On aura, par suite, 


1 1 
- u du u du 4 COS2% 
(ee . A a 
t . : : 


4 —2uu +1 u?+2u COS24 +1 sin 2 x 











Dans le même cas, la valeur de A” se trouvera réduite à 

A7— T7/2,0 Àx,0. 
On a d’ailleurs, en supposant a—2 dans la troisième des équa- 
tions (49), 


71,0 — COS2%. 


Enfin, la valeur générale de x, donnée par la première des for- 


mules (16), étant 

















. L 2 
si, dans cette formule, on suppose 
F f(x) x 
É—0, = — , 
Fix) «a+cos2x 
et par conséquent, 
CS LL 
F'{x) 2 sin2z” 
on trouvera 
F(x) æ 
4,0 = n an EU EE . 
F'{x) 2 sin2z 
On aura donc N 
fr & COS24 
(D) he 


2 sin2x 


u du 





si 
Cela posé, si, dans la formulé (A), on substitue pour A’ et | = - 
Je -—-auu +1 


leurs valeurs tirées des équations (C) et (D), on trouvera 


n? : 
Æ SIn2T : 
"(1 


(E x— 1% 
®] a + COS2x 4 


“e 
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Second cas. — Supposons maintenant a > 1. Le système de valeurs 
de + et de 6, pour lequel la valeur de x restera comprise entre les 


limites o et : sera, en vertu du $ I (exemple VIT), déterminé par les 
équations 


(F) .taméim 6H dat}: 
et, si l’on fait, pour abréger, 


a— Wa? —1=f, a+ Va? —1= 2, 








on aura 
1 y 
G) [ u du n u du Laye 23) 22 hero: lg). 
M7 20m: (f—u)(g—u) 2(g—f) 


Quant à la valeur de A” donnée par l'équation (47), il semble, au pre- 
mier abord, qu’elle devrait être égale à 


27 (/a,6 4,6 + da, 6Ua, 6). 


Mais, comme la valeur 57 de x est une des limites de l'intégration 
relative à æ, on devra réduire à moitié l'expression précédente, et sup- 
poser, en conséquence, 


A"=T(y2,6À2,6 + da,6Ua,6). 


De plus, si, dans les équations (49), on remplace a par 2, « par !r, 


et 6 par 


on trouvera 





Ya,6— e7 26 cosr — — f, 
d1,6— e-°6 sinr — 0. 
Enfin, on aura aussi 
— 6 V— I ie 6 cu l(g) 





À 6 —= er mnt ANSE Le »# ER, | 5 
+ à sin(aaa6ÿi) PCR Re 


Cela posé, la valeur de A” se réduira simplement à 


(H) Ar dus). 
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Si maintenant on substitue, dans la formule (A), pour A” et 





1 

u du i , . , 

Î 5 » leurs valeurs données par les équatiôns (G) et (H), 
0 ee À À en of 


. 


on aura 


T 
a? x 
TX SINn2T T 
é a + COS2X 4 


ou, parce que g = a + ya? —1, 


T 


2 . . 
x Sin2x : = cire 
(1) [EE gr Ti(aa—e)+ Ti(a+ VE). 
J, A+ COS2x 4 4 
Corollaire I. — En faisant usage des valeurs de x et de 6 trouvées 


dans le $ I {exemple VI), on arriverait, par une analyse entièrement 
semblable à celle qui précède, à la détermination de l'intégrale 


ee, 
æÆ SM2T 
FRE 
o 4 — COS2X 
1° dans le cas où l’on suppose a 1, 2° dans le cas où l’on suppose 


a>>1. En joignant les valeurs de cette dernière intégrale aux équa- 


tions (E) et (1), on obtient les formules suivantes, 
| 1° pour a< 1, 


re SRE T 
| = x dx =  -l(2+2a4), 
da — COS2X 4 





wi 


sin?r T 
—— x dx —— ;l(2 — ; 
J a+ cos2z ” “7 4 res 











(K) 
mn, 
2° pour a >>1, 
sin2x LS vart —— 
—— xdx—  ;l(2a+2)—7l(a+ Var 1), 
{« — COS2xX 4 ; 4 
. 
sin2x Tr _ 
J — x dx = ;l(2a — 2) + — la + Va? —1). 
, 4 +COS2t 4 Â 


OEuvres de C. — SA, t. 1. Gi 
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On peut vérifier les deux dernières formules par les méthodes con- 
nues; et, en effet, si l’on suppose toujours 


à a—Vat 4, 
on aura / 1, et 


LOS 2. f Sin2x 


A— COS2X _1+f?—2f cos2x 





— 2.f sin2g +2f? sin4x +2f3 sin6x +:.., 


sin2x ; 2f sin2r 


à + cos2xz  1+f?+.2f cos2x 





—2f sin2x— 2/2? sin4xr + 2f3 sinGx —.... 


On a d’ailleurs, en général, + étant un nombre entier n, 


WW: 


J æ Sin2ox dx = + —, 
E 


le signe + devant être admis dans le cas où 2 est un nombre pair, et 


le signe — dans le cas contraire. Cela posé, les équations (L) condui- 


ront aux suivantes : 


PF? sin2æ x {f £ 
N Q Je 

| "x dx = - | —: 

J, 4—cos2x 2 \:1 


» 


(M) : 
2 £. r 2 V3 ; : 
|| a dr= (+ EE +. )=- Ho: 
, 0 . ; ’ - " 


a + COS2xX 


et comme on a, de plus, 


S 
ÉÉS œ — 9 
Mae a) Ha Va) = RE ei —f, 
: o 


DS 


il en résulte que les équations (M) coïncident parfaitement avec les 


deux dernières équations (K), ainsi qu’on devait s'y attendre. 
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Corollaire 11. — Lorsqu'on suppose a 1, la fonction placée sous 


le signe f° dans l'intégrale 


P? sin2x 
—— x dx, 
# ü— COS2T 
devient infinie pour la valeur + de x déterminée par lequation 
& — COS2% — 0. 


Mais alors l'intégrale dont il s'agit peut se décomposer en deux autres 


sin 2 & sin 2v (re 
— — u du, Se = À y) dv, 
A — COS2U J a+ cos2v \2 


prises, la première, entre les limites # — 0, u — », et la seconde, entre 


de la forme 





les limites 6 — 0, 6 — = — x. Cela posé, si l’on fait 


2 2 4" 24 
U— =}, p=—= Haies PA ee MTS 
T TC 
on aura 


*  sin2x . 
SR Lo 
a — COS2 - 


0 
+. * SiN2nmY | 
ER [ Ra de {1 — m) [ 
a — CoOS2mMmY ES 


Pa: : à / \ 
LR = SsIn2\1 Me} F 





dy. 
d + Ccos2(i1—m)y , 


La 


les intégrales relatives à y étant prises, comme l'intégrale relative à +, 


. e V1 . 
entre les limites o et | On a d’ailleurs 


#11 








0 MRËT Tir) 
a — COS2% — COSMT, [ —— x dx — 5 l(2+0a). 
J, a—cos2x ni | 
. 0 
’ar suite, l'équation précédente deviendra 
= S > F 4 
: | RE {t— my—{i— m)-{sin2{i— m)yl 
4 M°y SIN2MmY lo 9 Fe 
(NEE A (cosmr — cos2my É COSMT + COS2{1 — m)y | - 
mn; 
| Sr A + 2 COSMT). 


Gr. 
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Si, dans cette dernière, on réduit au même dénominateur les fractions 


renfermées sous le signe f° la somme de ces deux fractions ne sera 


plus infinie pour aucune valeur de y comprise entre les limites o et =: 
2 


Ainsi, par exemple, si l’on suppose »# — À, on trouvera, pour la somme 


en question, 





sin2 x 
nes EE 
Joy 4—C082æ 


est également applicable à la suivante 


*  sin2x 
Et RE, 
a + C0Ss2x 


N A0 


dans laquelle la fonction sous le signe f passe aussi par l'infini, lors- 


qu'on suppose a 1. 


Corollaire 111. — L'analyse qui nous a conduits aux formules (K) peut 
yse q | 


s'étendre à toutes les intégrales de la forme 


#14 


0) a +8 COS2x + y COS4 Tr +.. 
Fu JA 6 cost PT Cos4E +. 





Lx Sin2x dx. 
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Supposons toujours, à l'ordinaire, 


œ + 8 COS2T + y COS4X +... 
a + b COS2X + C COSAX +... 





= q. 


Si l’on fait 2x — 3, q pourra représenter une fonction rationnelle quel- 
conque de cosz, et la formule (0) deviendra 


I 


27% 
_ z sinz dz. 
J : 


Ainsi, f(x) et F(x) désignant deux fonctions entières de +, on 
pourra toujours obtenir les intégrales de la forme 





#(cosz) … . 
(P) pes PE 
AA (cosz) 
et, par suite, celles de la forme 
(cosz) 3 
) Z. 
(Q) [+ F{cosz) ins 


En effet, pour déduire la formule (Q) de la formule (P), il suffit de 
changer F(cosz) en (1 — cos*z) F(cosz). 


SECONDE QUESTION. 


Comment l'analyse qui conduit aux formules (g) indique-t-elle qu'on 
doit supposer, dans ces formules, a < b? 


Solution. — Les équations (g) sont déduites de la formule plus gé- 


* 


nérale 


41) [AE de = Ég(9— 5). 


1+ x? 





0 
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Mais, en vertu du théorème IT, cette formule ne doit être employée 
que dans le cas où chacune des parties réelle et imaginaire de la fonc- 


tion 
(x + 3ÿ—:) 





1+(x+3v-1) 


s'évanouit pour des valeurs infinies positives de 3. D'ailleurs, si lon 


fait, pour abréger, 








1+(x+3y—i) 











— =R + R"y—:; 
rt av 1 
on trouvera 
R'— Mes 2 R’— HRdihe 
(1+x?—23}2+ fxz (1+at— 32h24 4x2 


p' Q' R' S Q" nn. pr — Q” R' ue Q’ je 


Enfin, si l'on donne à z de très grandes valeurs, les équations précé- 


dentes se réduiront sensiblement à 








I aurte + 

R=— 5 RE, 
! " ! " 
pr > Nr. 270 ph -234Q : © 
Z? z5 23 z? 


Ainsi, pour que léquation (41) ait lieu, 1] sera nécessaire qu'on ait à 


la fois pour des valeurs infinies de z 


Q' “4 Q" 
2° — O, a+ O0 


Si, pour.obtenir la première des formules {g), on suppose 


sinax 
à = 9 
sin b x 
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on trouvera 


Ps EP € LAN RE sin(axr+az#—1)  (etï+e-as) sinar + —1(etz— e-a) cosax 
Fa ot HN ot Pme parcs , 





sin(bx+bzy—1)  (ebs + e-6s) sinbzx + ÿ—1(e87 — e-b:) cosbx 


{ 


(eas + eraz)(ebz + e-b:) sinax sinbx + (et: — e-az)(ebz _ e—b:) cosax cosbr 
[(ebs + e—6z) sinbx [? +[{ebs — e-6s) cosbx |? 





4 æ\ / 


(ea: + e—az)(ebz — e-b5) sinax cosbx — (eat — e-az)[ebz + e-b:) cosax sin bx 
[(eiz + e-65) sinbzx |? + [{et: — e—Ë:) cosbx |? 





Lorsque z devient très considérable, on peut, dans les valeurs précé- 
dentes de Q’ et de Q”, négliger les exponentielles e%, 6°, vis-à-vis 
des exponentielles e**, e/*, ce qui réduit les valeurs de Q'et de Q"à 


Q'— ele b):{cosax cosbx + sinax sinbx), 


Q'—eta-bl:{sinazx cosbx — cosax sinbx). 


On a donc, par suite, 


4 eta-b})z ; 
= cos(a —b)x, 


» 





ne 
22 


O7 eta-bxz 
= — a Ssin(a— b)x. 


Les seconds membres de ces dernières équations s’évanouissent évi- 
demment pour des valeurs infinies de z, lorsqu'on suppose « <b. On 
peut donc alors faire usage de la formule (41). Mais, si l’on suppose 
a => b, alors, a — b étant positif, l’exponentielle e“?# croitra beau- 


- » o © 
coup plus rapidement que z?; et, par suite, les valeurs de HS act 


ss 


»» 


Æ 


devenant infinies avec la variable z, la formule (41) sera illusoire. 


Corollaire 1. — Si Fa formule (41) ne peut plus être employée dans 
le cas où l’on suppose a7> b, cela tient à ce que, dans cette hypothèse, 
l’'exponentielle e“, qu'introduit dans les valeurs de Q’ et de Q” le 


numérateur de la fraction 
: sinax 
sinbx” 


est d’un ordre plus élevé que l’exponentielle °°, introduite par le dé- 
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nominateur de la même fraction: en sorte que, pour de très grandes 
valeurs de 3, Q’ et Q” sont de l’ordre de 


eta-b)z, 


On remédie à cet inconvénient en appliquant à l'intégrale 
= 


*sinax dx 
$ sinbx 1 + x? 


le principe de la séparation des exponentielles, comme nous l'avons 





fait dans le $ VIT (exemple IT). En effet, la séparation dont il's’agit fait 
disparaitre entièrement du calcul exponentielle e‘, pour ne conserver 
à sa place que l’exponentielle e%; et, par suite, les fonctions de x et 
de z, qui remplacent alors Q'et Q”, sont, pour de très grandes valeurs 


de z, de l’ordre de 
e-(a+b}z. 


Il est aisé d'en conclure que ces fonctions, divisées par z°?, ou même 
par une puissance quelconque de z, s’évanouissent non seulement dans 
le cas où l’on a a << b, mais encore dans celui où l’on suppose «& > b. 
Ainsi la méthode fondée sur la séparation des exponentielles est éga- 
lement applicable à toutes les hypothèses. Cette remarque conduit 


facilement à la valeur de l'intégrale 
“Ar Ar 
, Sinbx 1+ 22? 


dans le cas où l’on suppose a > b. Cette valeur est donnée par l'équa- 





tion 


sinbxr 1+x? 2 ed — e—b 








fe sinax dx x ebr + e-br — 9 46—a 
? 


(R) 


«pe 


dans laquelle £r désigne la différence absolue qui existe entre le rap- 


a . +: 
port =7 et le nombre entier le plus voisin de ce rapport. 


Quoique la fonction renfermée sous le signe f° dans le premier 


‘+ 
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membre de l'équation (R), passe en général par l'infini, néanmoins 
a 
b 
entier. Alors, si l’on suppose a — #b, on aura r — o où r — 1, suivant 


cette circonstance cesse d’avoir lieu dans le cas où = est un nombre 


que le nombre entier # sera pair ou impair. Par suite, si l’on fait sue- 


cessivement 
Ka m , 


k=am+i, 


mn étant un nombre entier quelconque, l'équation (R) donnera les deux 
suivantes : 





: + sin2mbx dx 1— e-2mb 
0 





C2 M 6 nm | 
sinbx 1+ x? eb — eb 
(S) 
* sin (om<+i)bx dx T Pre er 2?mb 
: dis PAG Th ET * 
À sin bx 1+ x? 2 et — e— 


On vérifie aisément ces dernières équations, à l’aide des formules 
connues. Ainsi, par exemple, si l’on fait » — 1, on aura 
sinombzx  sin2bx 


= = — — 2 COSbx 
sinbx sinbx ? 





sinf2m+i)bæ  sin3bx 


, = — —1+2 COS20x: 
sin bx sin bx 





et, par suite, les équations (S) deviendront 


s; dx 
2 COSÈX —— — seb, 
F 1+x* 


Le æo 
dx dx T 
— +3 COS 2 D x —— — - + re-b. 
 1+2 4 I+xz? 09 


On déduit aisément des mêmes équations la suivante : 


sin b x 1422. | 





{: sin(2m+i)bx — e-b sinombx dx T 
2 


pt 


En général, quelle que soit la valeur entière ou fractionnaire du rap- 
OEuvres de C.—S.I,t.1. G2 
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a 
port D’ on aura 





: *sin{a+b}x—e-bsinax dr PACE 
U) $ - M MU 
Fel .sinbx ÉHIAR. 9 
Corollaire II. — La même analyse qui sert à déterminer la valeur 


de l intégrale 





Fe sinax dr 


J Sinbxz 1+ 2? 


donne la valeur de l'intégrale 


s é ° sinax f(x?) 
ON) L sinbx F! aie 


f(x?) et F(x?) désignant deux fonctions entières quelconques de x*°, 





. . a . 
quelle que soit d’ailleurs la valeur du rapport =: et d'abord, si l'on 
applique à l'intégrale (V) la méthode du $ V, on obtiendra sa valeur 
en termes finis pour tous les cas où 


«a 
Et 


De plus, si l'on fait usage de la méthode exposée dans le $ VII, on 
obtiendra la valeur de cette intégrale dans tous les cas possibles; 
mais cette dernière valeur sera composée de deux parties, dont l’une, 
correspondant aux racines de l'équation 


NEDET 


renfermera toujours un nombre fini de termes; et dont l’autre, cor- 


respondant aux racines de l'équation 


sinbx — 0, 


sera équivalente au produit de = j par la série 
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La comparaison des valeurs de l'intégrale (V), obtenues par les deux 
méthodes qu'on vient de citer, fera connaitre la valeur de la série (W 
dans le cas où l’on suppose a < 6. Il est aisé d’en conclure la valeur 


de la même série dans tous les cas possibles, attendu qu’on peut tou- 
a 


jours, sans altérer cette valeur, diminuer le rapport 7 d'un nombre 
. . à : . . . «a 
pair pris à volonté. Ainsi, quel que soit le rapport 7 on pourra 


obtenir en termes finis l'expression de la série (W) et de l'intégrale {\ 
qui en dépend. 
En général, on peut déterminer par les méthodes précédentes les va- 


leurs des intégrales 
Sin 4. 


?) sinbx 
| 





COSAaT ; 


T; 





Cosb x 





2) sinax 
) æ cosbx 





“ € 
. x; 
x?) sinbx : 




















gen +ir? 
AR PURE à 4b? J. Fian+iar 
1) PER LÉ , 
: PORTE 20 
Ne + ES 
C(an +127] (on +i)ar 
#[! E cos[ PT 0er | 
LE L S 
< Fllr+ir 2n +1 
th 














62. 
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ou, ce qui revient au même, celles des séries qui ont pour termes 
généraux, 
(— 1)? p(nA) cosn6, 
(— 1}* @[(an +1)A]sin(2n +1)8, 
cos{(2n +1)9 
2R-T 1 é 





— 177 p[(22 +1)A] 
(— 1}* o(nA)n sinn0; 
o(æ) désignant une fonction rationnelle et paire de la variable x; et 


les deux quantités A, 9, étant des constantes arbitraires. Ces méthodes 
exigent seulemeñt qu’on détermine les racines de l’équation 
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SECOND SUPPLÉMENT, 


OU 


EXAMEN DES DIFFICULTÉS QUE PRÉSENTE LA VÉRIFICATION, 


DES FORMULES DÉSIGNÉES PAR (&) DANS LE MÉMOIRE 
SUR LES INTÉGRALES DÉFINIES. 


OBSERVATIONS 


SUR LES FORMULES DÉSIGNÉES PAR (g) DANS LE MÉMOIRE. 


PREMIÈRE opservarioN. — Il est facile de voir que ces formules coin- 
cident avec celles qu’on obtient par les méthodes connues, dans le 
eas où l’on suppose a — o. De plus, comme, dans les équations (g'), le 
rapport . peut être un nombre positif quelconque plus petit que Pu- 
nité, il est naturel de penser que ces équations doivent subsister en- 
core dans le cas où a devient égal à b. On peut aisément vérifier cette 
induction à l’égard des trois premières formules; et d'abord les deux 
premières se réduisent, dans cette hypothèse, à 


* dx F 
(æ) ===) 
+ T° 2 


“0 





ce qui est évidemment exact. Quant à la troisième, lorsqu'on y sup- 


pose a — b, elle devient 





®tangbx dr. re —e”b 
à æh, Art. 1 2.8 est 


- (6) 
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On peut obtenir cette dernière formule par les méthodes connues, 
ainsi qu'il suit. 


Considérons d’abord l'intégrale 





f: sin2 dx dx 


+ 
J, 1+2r C0820x +7? x{i+ x) 


r étant <[1. On aura généralement 





sin2bx 1e ! : 
- = Sin2bzx — r sin{bzx + r? sinGbzx —..., 
1+ 2r COS20x + rÀ 


ai + T 
—— sinkz —-{1— et), 
o T(I1+xt) 2 


Par suite, la valeur de l'intégrale proposée sera représentée par la 
série 


2 CC — ee?) — rie tb) + rir—e 6) —,..] 
— Le —r+r—...)— Te re b+ne-6c—, AR 
2 





D IA 


I ï Vé T e20— : 
1+r  eb+r)  2{i+r)eb+r 
On aura donc enfin 


A ERP TR AT OOBIDT HA air) ere 





ii dr sin2br T eb — e-b 


Si, dans cette dernière équation, on fait r —1, on retrouvera la for- 
mule (6). 


Il nous reste à considérer la dernière des formules (g). Si, dans 
cette formule, a devient égal à b, on aura 





NN | x cosax dr r eb + e-b 
0) rs g Ce a — 
D j: "Einbr + see? 


Pour comparer l’équation (à) avec une formule déjà connue, faisons 
m — 1 dans la formule (c) des Exercices de Calcul intégral (IV° Partie, 
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p. 124). Cette formule deviendra 





“à dz T 
z COtaz = — : 
Je bc Et | 


ou, si l’on change 3 en +, et a en b, 
Le) 


L4 
Êé cosbx dx 7 2e bd 


sinbx 1+zx? 2 eb—_ e b 





(e) 


Cette dernière équation ne parait nullement d'accord avec la for- 
mule (3), et ces deux formules semblent s’exclure réciproquement. 
Mais la contradiction dont il s’agit n’est qu'apparente, et l’on peut 
même déduire la formule (3) de l'équation (e), ainsi qu'on va le faire 
voir. 

Les équations (g) étant démontrées seulement dans le eas où lon à 
a << b, pour déduire de ces équations la formule (3), on est obligé de 
supposer que b — a est une quantité positive très petite. Soit x la 


quantité dont il s’agit. On aura 


a—=b— a, 


et par suite l'équation (3) deviendra 


Æ 


‘eb+e b 





CRE 


(8) pe DE 


” æcosib-air, de 
È sin 0 x 1H? 


Il s’agit maintenant de vérifier cette dernière équation. 


Comme on a en général 








cos(b — )x cosbr : 
——_— = COSAT + sinxxr, 
sin bx - sinb x : 
et 
d © * 
x x dx 
[ sinxx RS - us 
re x? 2 


l'intégrale, qui forme le premier membre de l'équation (2), pourra 


être remplacée, quelle que soit la valeur de x, par 


Tr K x CoOsSbx dx 
—e 4 + COSa4x 
V0 





sinbx 1 + x! 
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Si, dans cette dernière expression, on suppose « très petit, elle de- 


viendra à très peu près 





Le æ Ccosbx dr 
+ L 
Jy- FDDT 142 


bi 


On aura donc, en supposant « très petit, 


® x cos(b— ax dx T *æ cosbzx. dx 
= = + = 
, sinb x 1 + x? 2 ’ sinbx 1+ x? 


Si, dans cette dernière équation, on substitue à l'intégrale 


® x cosbr dx 
A siNnÜT 14x72? 


sa valeur donnée par la formule (+), on retrouvera l'équation (©). 











En résumé, l'intégrale 


® xcos(b— xx dx 
À - Sinbx 1 + x? 





obtient deux valeurs essentiellement différentes l’une de l’autre, sui- 
vant que l’on y suppose + nul ou très petit. La première de ces valeurs 


est égale à . 


x 


et la seconde à 


TT 260 _meb+erbt 
2 2eb—eb 2 eb— e-b 
DEUXIÈME OBSERVATION. — La remarque qu’on vient de faire relati- 


vement à l'intégrale 





*"® x cos(b— xx dx 
x sin 6 x 1 + x? 


s'applique également à l'intégrale 


ARE P® sin(b— >)x dx 
(n) fie. 


cos b x x 
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Cette dernière intégrale, lorsqu'on y suppose « — o, se réduit à 


p dx 
tangbx —: 
0 X 


et sa valeur, en vertu de la formule (c) déjà citée, est égale à 
T 
2 
Mais, comme on a en général 


sin(b— &)x 


— Cosax tangbx — sinæx, 
cosbx 


et 





si l’on se contente de supposer « très petit, l'intégrale (x) aura pour 
valeur 


T 
tee 
2 , 


ainsi qu'on peut le conclure directement du premier théorème énoncé 
dans la seconde Partie du Mémoire. 


TROISIÈME OBSERVATION. — La propriété qu'ont les deux intégrales 





: C3 ASE 
sin bx It ai), cosbx x 


FR dx Fee dx 
0 


d'acquérir des valeurs différentes, suivant que l’on suppose z nul ou 
très petit, ne tient nullement à cette circonstance particulière que la 


fonction sous le signe f dans chacune des intégrales dont il s’agit, 


passe par l'infini entre les limites de l'intégration. En effet, la même 
propriété appartient aussi à d’autres intégrales définies pour lesquelles 
cette circonstance n’a plus lieu. Telles sont, par exemple, les deux 


* sinxx 
dx, 
« 0 . TX 


° x Ssinax 
[ — — dx, 


suivantes, 
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qui, pour de très petites valeurs de «, se réduisent, en vertu des mé- 
thodes connues, à … et qui néanmoins s’évanouissent, lorsqu'on y sup- 


pose x — o. Telle est encore l'intégrale : 


z dX, 





de sin(a + xx cos(a — xx 
s 1—+zT“ 


qui, pour de très petites valeurs de «, se réduit à 





LE sin2ar +sin2æx xdx T T 
ts ,2 Ne Fa 
: 2 14+ + 4 A 


et qui, pour une valeur nulle de x, est simplement égale à 








? sinax COsaxr 1 es x dx re-2a 
—— x dx = - sin2ax = — 
ne. ae FN 4 


V0 
QUATRIÈME OBSERVATION. — Jl suit de ce qui précède, que la qua- 
trième des équations (g) se trouve vérifiée par les méthodes connues, 
1° quand a — 0; 2° quand, a étant inférieur à D, la différence & — « 
est une quantité infiniment petite. On peut encore vérifier la même 
équation dans le cas où l’on suppose b — 2a. En effet, dans cette hy- 


pothèse, on a 








COSAX I I 
ER ë a à 
sin dx 2 Sinax 
her: L 
et — € -b LES et era? 


et par suite la quatrième des formules (g) devient 


L 4 
Fu dx T 
cs : — EE à 
. Smax 1 + x et — ge 4 


ee qui s'accorde avec l'équation (f) des Exercices de Calcul intégral 





(IV Partie, p. 125). 


\ 
er | 
} 


CINQUIÈME OBSERVATION. — L'analyse qui conduit aux formules (g 
suppose que l’on a a << b; et c’est pour cette raison que la quatrième 
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des formules dont il s’agit cesse d’être exacte, lorsque a — b — 0, 
quoiqu'elle soit vraie lorsque a — b est une quantité très petite. Pour 
obtenir des résultats indépendants du rapport des deux constantes & 
et b, il faut, comme nous l'avons déjà dit, avoir recours au principe de 
la séparation des exponentielles. En appliquant ce principe à la déter- 
mination de l’intégrale 


(6) f = cosax dx 
0 





sinbx 1+x? 
on trouve 
®x cosax dx ea 
(à) ——— =r|————— +C|), 
CT et . 


J, Sinôxz 1+ 71 





la valeur de C étant déterminée par l'équation 











i TA ‘974 CRE \ 
Sin l >) METTRE S b 
/ T j 
(u) Er er EE Fit pre 
Fe the ES 
= bi D: 
1,2 b? b2 


Enfin, lorsque r est plus petit que l’unité, on a 


T sinrr k sin2rr sin3Trr 1 ebr— e-br 
“ b? à 4T? OT? 


UE Mu. 





2 deb. 

Les trois équations (2), (4), (v) suffisent pour déterminer la valeur de 

l'intégrale (0), dans tous les cas possibles, ainsi qu’on va le faire voir. 
D P 


Premier cas. — Supposons d’abord a < b; en faisant 


dans l’équation (v), on trouvera 


et 6" 
2 ee b° 


Ge 


et, par suite, l'équation (à) deviendra 





où p = cosax dx Tr el+e a 
T) a : 


Je: Minbx 1+47 a ee 


ce qui s'accorde avec la quatrième équation (g). 
63. 


500 MÉMOIRE SUR LES INTÉGRALES DÉFINIES. 


Second cas. — Supposons, en second lieu, a — b, on aura 


£AU OT 
SsMmM--=0) Sn 


b 


ts S 


I 


et, par suite, l’équation (y) donnera 
ed À 


Cela posé, l'équation (à) deviendra 


(p) ps cotbæx Ro Ta. 
s : PL Dpt 


ce qui s'accorde avec l'équation (c) des Exercices de Calcul intégral. 


4 Là 4 à a VA > « . 
En général, si le rapport ; équivaut à un nombre entier quelconque, 





on aura 

: sd : cosax dx re-a 

T “ . — É 
s sinbx 1+ x? et — ee? 


ner : a ; ; 
Troisième cas. — Soit a > b, 5 n'étant pas un nombre entier. On 





pourra supposer 
a 
+ 29 Er, 

q étant un nombre entier, et r une fraction plus petite que l'unité. Cela 


posé, si l’on a 


«a 
nie EURE 
on aura aussi 
TC à ue 2700 , 
sin + + Sir, - SH Ne ES SAR TS fade 


et, par suite, l'équation (v) donnera 


I por 2 e-br 


> b—e db 
Au contraire, si l’on a 


a 
==29 7, 


b 
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on aura, par suite, 


PR À : . 2TA : 
Sin —- ——Sinrr, Sin —} es — MNARES is 





et l'équation (v) donnera 
I er er 


C = — 


‘ec? 


On aura donc, dans le premier cas, 














© æ COSAT dx r 2e74 + ebr = p—br 
T » 27 ; 
Ve 18002 Mehirt 2 et — et 
et dans le second, 
( ) | COSax dx T 2674 — er 2e e-br 
U : = — « 
“. HNDS fat 2 e — e b 


La formule (+) est la dernière de celles que nous avons désignées, 
dans le Mémoire, par la lettre (z). Il nous reste à montrer, par quel- 
ques exemples, que les formules (+) et (v) s'accordent avec celles 
qu'on peut trouver par les méthodes connues. 


Exemple 1. — Soit a — b +4, x étant une quantité très petite. On 
trouvera 


On aura donc, à très peu près, 


2674 — ebr + e-br 2e7b 
Pr Eee MES 





Cela posé, l'équation (v) deviendra 





® x cos(b+ax dx reb 
(g) = _ 


T 
® À sinbx 1+x? eb—e tv 2 


On obtient la même formule en retranchant l’une de l’autre les deux 
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équations connues 





nd Ædx. * . met 
cotbx = —) 
KA 1 + 2? ei —_e 
Fe xdx. 7 
SIN GX —— — -; 
FA 1+x° n 


et observant que, pour de très petites valeurs de x, on a, à fort peu 
pres. 
cos(b + ax 


cotbx — sinax — à 
sin bx 





Exemple I. — Soit a — 2b + x, « étant toujours une quantité très 
petite, on trouvera 


«a 
DT 0 
b a 


On aura donc, à tres peu près, r —o. Cela posé, l'équation (+) de- 
viendra 





*æ cos(20 + œ\r ‘dr: °nertè 
5 à sinbx 1+z? eb—e-t 


On a, d'ailleurs, pour de très petites valeurs de x, 








cos(2b + ax 1 É re 
= = — — 2 sinbx —2 sinzxx cosbx, 
sin b x sin b x 
nr 2 x dx T ; 
[ 2 sinax cosbx = = -(e-(b+a) — e-(8-0)—0o, 
M | Ê 2 


Par suite, l'équation (7) deviendra 


on 1 . x dx re-?b 
—— — 2 sinbx = — :* 
SA sin dx 1 + Z? et —e- 





On vérifie aisément cette dernière au moyen des formules connues 





f x dx A4 
: 5 — , 
J, Sinôr.s-het. 6e ft 


L : 
x Sinbx T 
Re eeeT dx ps erb. 
5: rt 2 


La 
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RÉSUMÉ. 


Pour obtenir la valeur de l'intégrale 





2 


à x cosax dx 
(8) [ 


r pe 
de AUX 1FT 


‘ i $ è ‘ . + AT 
considérée comme une fonction de a, il faut d’abord examiner si 5 


«a ‘ : 
b est un nombre entier, l’in- 


est un nombre entier ou fractionnaire. Si 
tégrale (9) aura pour valeur 
THE: 
dE e+6 

Mais si > est un nombre fractionnaire, alors, pour déterminer là 
valeur de la même intégrale, on sera obligé de distinguer diverses 
périodes, suivant les diverses valeurs de a. Aïnsi, par exemple, si lon 
suppose 


a Sc FT 
5>0 et <i1, l'intégrale (9) aura pour valeur = 














7 4 = p2b-d jy L—-2b+a 
de, DES PRE 
a . Tr 2e6e-4— eb-a LD £-2b+a 
"ie . ae P » = DR ; 

r -A __ P\b-a 1b+a 
F>3e <4, » = — a ) 
a F Tr 2e 4 e‘b-a + pe—\b+a 
Rite 2 eb — e-b : 


NA RE RSR NU PR QE TN DO Re ot dur dd MD: en RER TEL NEA T TETE 6 de à se 6 0 à > 6 


On peut remarquer ici que la valeur de l'intégrale est donnée par la 
même formule dans les seconde et troisième périodes, dans la qua- 
trième et la cinquième, dans la sixième et la septième, ete.; et l'on 


voit en même temps que, si 2x représente un nombre entier pair quel- 
conque, on obtiendra pour l'intégrale (9) la mêrne valeur, soit que 
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l’on suppose 


soit que l’on suppose 
«a 
p—?n—Ea, 
2 étant une quantité très petite. Au contraire, si l’on désigne par 
2n +1 un nombre impair quelconque, les trois valeurs de l’inté- 
grale (0), correspondantes à 


an ue +i+ 
—on+I, -—=2n+I1+ 2 
b + ; 


«a 
Fr 2011-04 
b 


seront différentes l’une de l’autre, et respectivement égales à 


men re reTa 


et 





ri 
2 


SIA 


, PE 


On peut vérifier directement cette dernière conclusion, ainsi qu'il suit. 
Si l’on désigne toujours par « une quantité fort petite, on aura, à 
très peu près, 
COSXX — 1, 
et par suite, 


æ OOS(AEG)Ir, UE æ Ccosas: De k sinax x dx 
= Æ } Sinaer 


sin Ü x 1 + x? sinbx 1+ 2? sinbx 1 + x? 











Si, dans cette dernière équation, on suppose 
a—{(an+i1)b, 


n étant un nombre entier, on aura 


sing. 1+ xt: eb— er 





Fe cosax dx Tera 

vo 
Cela posé, pour vérifier les résultats trouvés ci-dessus, il suffira de 
faire voir qu'on a 


Me sin(2n+1)bx xdr T 
sn? : Es: 
s sin 0 x 1 + x? 2 
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et, en effet, soit 272 + 1 — #, on aura 


sin(2n+1bx  sinkbx 








sinbx + Sn 0% 
k(k?— 1) k(k?—1)(k2— 0) 
ÉOE *ÉES {sin b \9 { gi Dar 
OC NE PE Ve Gus 
De plus, on a, en général, ‘ 





2,21 Eu 


m 
| cosmbx — T cos(m —1)bx +... 





PRE am(am—i)...(m+i)]. 
Re 1:2:3.4. 0 : 


on à aussi (x étant très petit), 


ne x dx 
sinæx COSMbx ——— — 0, 
‘ 1 + x? 

















ne x dx 
sinazxz COS(m —1)bx —— = 0, 
à FT r+ zx 
RP DT OU NE OP DE TRE T EU , 
1 : dx T 
sinæx = —-. 
# À Hz 2 
Donc 
nn | x dx r omiom—i1)...{m+#1) 
sinax(sinbæx)?" = — aie. , 
à À 1+ x? List 12291000 
et par suite 
es : sin(on—+i)\bx x dx 
sin x x = : 
hi sinbx 1+ x? 
19) | T 2 k(k?2—1) 1 4.3 k(k?—1)(k?— 09) 
use RES 5 — r 2 A — — 
Lo F2): 2! F2 3.014:.9 2° 


Si, dans le second membre de l'équation (4), on fait successivement 
k—1,k—0, k=—3,..., on trouvera qu'il se réduit toujours, comme 
cela doit être, à 


D13 
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On a donc, en général, # étant un nombre impair, 











2 k(kK?— 1) 1 4.3 k(k?—1)(k2— 9) 1 

| __.. LS 0 Vo Fia:300.40 2 

() Rs 6.5.4 k(k?—1){42— 9)(k42— 25) en 
+442:3 1:2:3.410107 “PRE dr 


Cette dernière équation, à laquelle on est nécessairement conduit par 
l'analyse précédente, peut être facilement vérifiée dans les divers cas 
particuliers; mais il serait peut-être difficile de la démontrer directe- 
ment. 

On peut remarquer que le dernier terme de la série qui forme le 
premier membre de l’équation (w) est égal au terme moyen du coeffi- 
client de la puissance # — 1 du binôme. De plus, si £ est un nombre 
premier, tous les termes de la série en question, à l'exception du der- 
nier, seront divisibles par #. Cela posé, il suit de l’équation (w) que, 
si l'on désigne par £ un nombre premier supérieur à 2, le coefficient 
du terme moyen, dans la puissance Æ— 1 du binôme, étant divisé 
par #, donnera pour reste + 1 ou — 1, suivant que le nombre donné # 
sera de la forme 4n +1, ou 4n — 1. Au surplus, il est facile de dé- 
montrer directement cette proposition, et de faire voir que, si # est un 
nombre premier, les divers coefficients de la puissance # — 1 du bi- 
nôme, divisés par #, donneront alternativement pour reste + 1 et — 1. 

Ce qui précède suffit pour montrer comment on peut vérifier les for- 
mules (g) et (3) du Mémoire par les méthodes connues. C’est pourquoi 
je n’insisterai pas davantage sur cet objet. 


FIN DU TOME PREMIER DE LA PREMIÈRE SÉRIE. 
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